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Recolectando datos ...

¢ Qué entienden por Analisis Numérico

de Ecuaciones Diferenciales Parciales?
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Una respuesta a grandes rasgos ...

(I) Dado un modelo matematico (conjunto de Ecuaciones Diferenciales Parciales)
que describa un fenémeno fisico proveniente de la Mecanica del Medio Continuo,
Fisica, Biologia, Quimica o Ingenieria, obtener una formulacién variacional.

(I) Analizar existencia, unicidad y estabilidad de solucién.
(1) Proveer aproximaciones numeéricas confiables.

(IV) llustrar/Validar los resultados teéricos por medio de ensayos numéricos.
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Motivacion




Motivacion

Algunos fenomenos fisicos en mecanica de fluidos

Smooth Connective
muscle tigzue layer AHEPA air filter can reduce the

layer amount of airborne al lergens/

Epith &lial
laer

Groundwater Table

ImpermeabieLa
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Motivacién

Ecuaciones de Darcy: presion p, velocidad u
klu+Vp=0 en Q,

, p=0 en I.
diviu)=f en Q,

—kAp=/f en Q<:>{

Ecuaciones de Stokes: velocidad u y presion p

—vAu+Vp=f en Q, div(luy=0 en , u=0 en T.

Ecuaciones de Brinkman—Forchheimer: velocidad u y presion p

—vAu+4r 'utFlulu+Vp=Ff en Q, div(uy=0 en @ u=0 en T.

Ecuaciones de Navier—Stokes

—vAu+ (Vu)u+Vp=f en Q, div(luy=0 en ©, u=0 en T.
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Motivacién

Ecuaciones de Navier—Stokes en

1 p d . _
ﬂTf = Vuy —v;(uy) - 2 (ur ®@uy)?, —div(Ty)=1£f; en Qy x(0,7],
T/n; =0 en I} x(0,7), u;=0 en I x (0,77,

Ecuaciones de Biot en 2,

—div(o,) =f,, pK 'u,+Vp,=0 en Q,x(0,7T],
D (somp +apdivin,)) +diviu) =g, en 9, x (0,7),
u,-n,=0 en T x(0,7T], p,=0 en T, x(0,7T],
o, =0 en I, x(0,7T], n,=0 en T} x(0,7],

Condiciones de Transmision sobre "¢, x (0,7

on
e (éTtp + “P) ‘np =0, Tyny+p(uy®@usp)ns+opn, =0,

n—1
. on
Tyn; + p(uy @ up)ns + pagss y /K ((uf - Ttp) 'tf,j) ty; = —ppny,
i=1
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Motivacién

Problema acoplado de Navier—Stokes—Biot

ﬁ S. CAUCAO, T. LI, AND I. YOTOV: An augmented fully-mixed formulation for the
quasistatic Navier-Stokes-Biot model. IMA Journal of Numerical Analysis, to
appear. DOI: https://doi.org/10.1093/imanum/drad036

0.0075 0015 0.022 0.03

|uh’ w‘\\\\\\ﬂ\\\\\\\\“\l\
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Motivacién

Problema de Brinkman—Forchheimer convectivo

Ecuaciones de Brinkman—Forchheimer convectivas: velocidad u y presion p

—vAu+ (Vu)u+ s 'u+Flulu+Vp=Ff en Q div(u)=0 en Q,

u=0 en T, /p:O.
Q

@ S. CAUCAO AND J. ESPARZA: An augmented mixed FEM for the convective
Brinkman—Forchheimer problem: a priori and a posteriori error analysis. Journal of
Computational and Applied Mathematics, vol 438, Art. Num. 115517, (2024).
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Motivacién

Flujos magnetohidrodinamicos a través de un medio poroso

Ecuaciones de Brinkman—Forchheimer y Maxwell: velocidad u, presion p, y campo
magnético b

fVAu+au+F|u|u+folcurl(b)><b:ff, div(u) =gy en Q,
u

L curl (curl (b)) + VA —curl(u x b) =1f,,, div(b)=0 en Q,
op

@ L. ANGELO, J. CAMANO, AND S. CAUCAO: A five-field mixed formulation for
stationary magnetohydrodynamic flows in porous media. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, vol. 414, Art. Num. 116158, (2023).
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Idea General

Idea General

La idea es reescribir el modelo en un problema de la forma: Dado un funcional
F: H — R, hallar w € H (H de dimension infinita), tal que

a(u,v) = F(v) Vv e H,
donde a : H x H — R es una forma bilineal.

Notemos que, aunque podamos garantizar la existencia y unicidad de solucion del
problema anterior (ya veremos como), el hecho de que H es de dimension infinita, no
nos permite calcular la solucion explicitamente. Pero tenemos andlisis cualitativo.
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Idea de Galerkin (Boris Galerkin, 1871-1945)

Definimos Hy, C H (n = dim(H},)), y el problema: Hallar u;, € Hy, tal que

a(uh,vh):F(vh) Yo, € Hp, .

Como estamos en dimensidn finita, existe una base para H, tal que:
Hy = ({¢1,....0n}), un :Zai¢i (s €R, Vie{l,...,n}).
i=1
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Idea General

Notemos que el problema:
a(uh,vh) = F(Uh) Yun, € Hy, .
Es equivalente a ?7?:

a(un, ;) = F(¢;) Vje{l,..,n}.

Luego, el problema original se reduce a: Hallar a; € R,i =1, ..., n, solucién del
problema:

D_cialgidy) = F(@;) Vj€{l..n}.

Notemos que a(¢i, ¢;) € Ry F(¢;) € R son computables.
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Idea General

Lo que es equivalente a:

ara(¢1, ¢1) + aza(pz, $1) + -+ + ana(dn, ¢1) = F(é1)

ara(¢1, p2) + aza(pz, d2) + -+ + ana(dn, p2) = F(p2)

ara(¢1, pn) + a2a(p2, dn) + - - + ana(dn, pn) = F(Pn)

Escrito matricialmente .
Ad=f,
con .
A:(a(¢i7¢j))i1j7 62: (ah""an)t y f: (F(¢1)77F(¢Tl))t

¢, Qué métodos numéricos conoces para resolver sistemas de
ecuaciones lineales?
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Poisson 1D con condiciones de
contorno Dirichlet homogéneo




Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Problema unidimensional sencillo

Hallar « tal que:
—u'’(z) = sin(nz), Vz € (0,1),

Solucioén: u(z) = % sin(mz).
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Problema unidimensional un poco mas complejo

Hallar v tal que:

—u(z) = —e"x(42® — 4 +1) Va € (0,1),

Solucién: ???72.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Primer Problema unidimensional genérico

(P1D) Hallar u tal que:

Observaciones

Notemos que el problema P1D puede describir cualquiera de los siguientes problemas
provenientes de la Mecéanica del Medio Continuo:

@ Viga o barra elastica:

(x)

u(x)

@ Cuerda elastica,

@ Conduccion del calor en una barra.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Primer Paso: Formulacion Variacional

Para poder aplicar el método de elementos finitos (MEF), primero debemos obtener la
formulacién variacional o débil del problema. Para ello, multiplicando la EDO del
problema P1D, por una funcién v tal que v(0) = v(1) = 0, e integrando sobre el

intervalo (0,1): ) )
—/0 o' (x)v(z) dav:/o f@)v(x) dx

Integrando por partes el primer término vemos que

/01 —u" (z)v(z) dr = —u/( /@’)/‘ / z)dzx,

de donde, obtenemos la formulacion variacional de P1D: Hallar v € H tal que:
a(u,v) = F(v) YveH,

donde

otwn) = [ @@y Fo = [
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

H es un espacio de funciones con dominio 2 = (0,1) que se anulanenz =0y z =1
(H es de dimensidn infinita).

Notacion: H = HX(Q) = {'u €L(Q): v eL*Q) y v(0)=wv(1)= o}.
Observaciones:

° H&(Q) : Wll'\ll,sz

o0 = (/01 |u(m)|2dac)1/2.

1/2
o ullvo = {ulfo+ w80} " con u

Formulacion variacional de P1D
Hallar v € H§(Q) tal que:

a(u,v) = F(v) Yve Hy(Q),
donde

a(u,v) = /01 u(z)v (z)de y F(v) = /01 f(@)v(z)dz.

¢ Existe solucion?
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Teorema de Lax-Milgram

Sea H un espacio de Hilbert y a(-, -) una forma bilineal, acotada (con constante
M > 0) y H-eliptica (con « > 0), es decir:

Q la(u,v)| < Mlulla|ll|r, Yu,veH
Q a(v,v) > o|lv||f, VwveH.
Entonces, para todo I € H’, existe un Unico u € H tal que:
a(u,v) = F(w) VYveH.

Ademas,
1
lullr < Z 1w

La demostracion la ven en detalle en el curso de Andlisis Funcional.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Notar que:
@ F es lineal y acotado:
1
|F(v)] = / f@)o(@)de| < | floclvllon < [floclvlie Yo Hy(Q).
0
@ a es una forma bilineal (evidente!). Ademas, es acotada con constante M = 1:
1
Idwwhz/iﬂwdmmxSHMMMWMQSAMMLMth
0
@ aes Hj(Q)—eliptica, con o = 2/3:
! 2
a(v) = [ W@Pde = ol > 3 olie 7
0

Luego, el Teorema de Lax-Milgram asegura existencia y unicidad de solucién del
problema variacional asociado a P1D.

Desigualdad de Friederich-Poincaré

Sea Q = (a,b) C R, y defina Hy(Q) := {v cH'(Q): w(a)=uv() = 0}. Entonces,
se tiene
(b—a)?

3 ) \vﬁﬂ Vove H&(Q)

ll2a < (1+
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Segundo Paso: Método de Elementos Finitos

El objetivo del método de elementos finitos (MEF) es buscar una aproximacién de la
funcién u en un espacio de dimension finita H;, (llamado espacio discreto) que
satisfaga la formulacion variacional con todas las funciones v, del mismo espacio H:

Problema discreto: Hallar u;, € Hj, tal que:

a(un, vn) ::/0 ul, (x) vy, () d :/0 f(@)vp(x)dx =: F(vg),

para todo v, € Hy,.

P1: ¢ Existe solucion? Si, y de hecho, dicha solucién en Unica gracias al Teorema de
Lax-Milgram.

P2: ;Como calcular u;,? A continuacién lo veremos ...
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

... antes, un poco de historia y contexto ...

@ El Método de los Elementos Finitos (MEF) es una técnica numérica usada
ampliamente en el contexto de ingenieria y aplicaciones varias.

@ El MEF es capaz de manejar sistemas complejos para los cuales no puede
encontrarse soluciones analiticas explicitas.

@ Fue primeramente desarrollado en 1943 por Richard Courant, quien utilizé el
método de Ritz del andlisis numérico y la minimizacion del calculo variacional
para obtener soluciones aproximadas a sistemas vibrantes.

@ Poco tiempo después, un articulo publicado en 1956 por M. J. Turner, R. W.
Clough, H. C. Martin, y L. J. Topp estableci6é una definicion mas amplia del analisis
numérico. El articulo se focalizaba en la rigidez y la deflexion de estructuras
complejas. De aqui se acufian los términos: Matriz de Rigidez y Vector de carga.

@ La funcién de aproximacion es representada mediante un modelo
geométricamente similar consistente de representaciones simplificadas y
enlazadas entre si de regiones discretas, i.e., elementos finitos.

S. Caucao (GIANuC"2 y DMFA-UCSC) Una Breve Introduccion al MEF con Aplicaciones a Mecanica de Fluidos 24 / 60



Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

... mas historia y contexto ...

@ En cada elemento se aplican las ecuaciones de equilibrio, en conjunto con
consideraciones fisicas tales como las relaciones de compatibilidad y
constitutivas, y se construye asi un sistema de ecuaciones algebraicas
simultaneas.

@ El sistema de ecuaciones se resuelve mediente técnicas de algebra lineal
(método de eliminacion, Cholesky, etc.) y, en algunos casos, combinado con
métodos numéricos para sistemas no lineales (métodos de Picard, Newton, etc.),
segun corresponda, entregando el valor de las incégnitas.

@ Siendo el MEF un método de aproximacién, su precision puede mejorarse
mediante el refinamiento de la malla del dominio en estudio.

@ Una aplicaciéon comin del MEF es para la determinacién de tensiones y
desplazamientos en objetos mecanicos y sistemas. Ademas, también es utilizado
en el andlisis de muchos otros tipos de problemas, incluyendo aquéllos en
transmision de calor, dinamica de fluidos, y electromagnetismo, entre muchos
otros.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Vamos al método ...

El ejemplo mas sencillo de espacio discreto H;, C H (y el mas usado) es el de las
funciones continuas y lineales a trozos en una particién arbitraria del intervalo
0=xz0<z1 < -+ <zn < zTnt1 =1, que se anulan en los extremos 0 y 1, esto es:

vp € C([0,1]) ’Uh‘[mj—lvf”j] € Pi([zj-1,2;])

H;, =
Vjie{l,....,n+1}, wvp(0)=vn(1)=0.
donde zo, ..., xn+1 Son los puntos o nodos de la particion de 2 = (0, 1), con

h = max (z; —z;-1),

29 =10 1 To T3 T4 2, Tapr=1
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo
o fn}

H), es de dimension finita (dim(Hy) = n). Por lo tanto, existe una base {¢1,
tal que Hp, = ({é1,...,0n})-

®n

1 b b2
29=0 1 Ta 3 T4 T, Tny1 =1
v
donde las funciones techo, ¢1, ..., ¢., satisfacen
1, sii=j
d)_ ) = ’ o '
5(®:) 0, sii#j.
Asumiendo que la particion del intervalo es uniforme, estoes h = z; —x;_1 = n%rl
vj € {1,...,n+ 1}, deducimos que:
T — Ti_1 T —Ti—1 .
I = : , sl z € fzj1, 25,
Tj — Tj—1 h
(x) = LTj+1 — X LTj+1 — T .
(’bj( ) J = =1 , SI .TE[Ij,.’IfjJrl],
Tj+1 — X5 h
0 , de otro modo .
27 /60
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Obtencion de Sistema Lineal
Con respecto a esta base, la solucién discreta u, € Hj, puede representarse como
n
up(z) = Zai oi(x), cona; =up(xs).
=1
Luego, nuestro problema discreto se reescribe como:

Zai/o ¢;(x)¢;(m)dm=/o f(z) ¢;(x)de, Vje{l,..,n},

0 equivalentemente, resolver el sistema lineal:
1 1 a 1
[as . [ s : [ 1o
0 0 0
= . = : .
[ oo [ ol )\ a, [ 16,
0 0 0
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculo de la Matriz de Rigidez

D;(x) D(x)

lo=x_0 X, X x_n+1=1

De las propiedades de las funciones techo, deducimos que

1
/0 ()& () de =0 sii#t{j—1,4j+1}.

De acuerdo a esto, calculemos la matriz de rigidez:

1 1
/ sior [ g 0
0

. /01¢;¢3 /:1¢;¢; 01<z>’2<z>’3 : B
5 . /Olqb;,m; :
1 1
0 /an;_l /oaﬁ’m;
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculemos los términos diagonales:

J

[ e 7 g [77 660

L e (e
IHORIROR

J

Lo 1 e
2 Tj_1 h2 Tj
1 2

= —S-h+ 5 -h=—.
h? + h
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Mientras que los términos sobre la diagonal son:

1 Tj41
/0 & ()8 11 (2) d = / & (2)0) 11 (¢) da

J

_ / () (= m)
RGO

_ 1 . Tjt1
TR Ty
1

=5

Similarmente, podemos calcular los términos bajo la diagonal:

v , 1
[ #a@si@ds =1
0
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Matriz de Rigidez Global

Asi, vemos que la formulacion débil discreta se reduce a resolver un sistema de
ecuaciones con matriz de rigidez tridiagonal y simétrica:

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0 0
1o -1 2 0 0

A= > :
0 0 0 2 -1
0 0 0 -1 2

nxn

@ ;Es la Unica forma de calcular la Matriz de Rigidez Global?

@ ;El calculo de la Matriz de Rigidez cambia mucho al considerar P> o Ps continuo
en lugar de P; continuo?

@ ;Qué nos falta para encontrar la aproximacién u,?
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculo de el Vector de Carga - Caso 1

Consideremos el caso particular sencillo, f(z) = sin(wx), de donde:

/0 (@) ¢y a) da = / ™ sin(ma) 65 (z) do

J—1

= /zj sin(mz) (L;w) das+/zj+l sin(me) (%) &

Tji—1 J

2sin(rz;) — sin(mxj41) — sin(rzj—1)
hr? '
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculo del Vector de Carga - Caso 2

1
En general, el lado derecho / f(x)¢;(x) dz no es sencillo de calcular, por lo que se

0
ocupa alguna formula de integracion numérica apropiada, como:

fla) + f(b)

b
@ Trapecio: / f(z) =~ (b—a) 5 )

@ Simpson: /abf(a:) ~ (bga) [f(a)+4f (a;b> +f(b)} ,

(b—a)
2

b
@ Trapecio con peso: / f(z) =~

V3—-1
23’

(f(p1) + f(p2)), con p1 = a+ (b — a),

ppo=b—1Il(b—a),yl=
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculo del Vector de Carga - Caso 2

En particular, utilizando la formula de Trapecio con peso para aproximar el lado
derecho obtenemos:

/ () b () da

[ e (s [ s (2572

ji—1 j

NS

~ o {(f(rj_l LR+ flws = LR)) U (fag = L) + fla; +1R)) (1= n}
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Tercer Paso: Error y convergencia del método

Estimacion del error de Galerkin

Supongamos que a(-, -) una forma bilineal acotada (con constante M > 0) y H-eliptica
(con o > 0). Se sigue que para todo F € H’ existe un Unico u € H tal que:

a(u,v) = F(v) YveH,
y que para todo F' € H’, existe un Unico u;, € H, tal que:
a(un,vn) = F(vy) Youn € Hy, .

Interesa estimar ||u — un || a.

Condicion de ortogonalidad
Notar primero que a(u — up, vy) = 0 para todo v, € Hp,.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Sea v;, € Hy, arbitrario. Entonces,
a||ufuh||?{ < a(u —up,u —up) = alu — up,u— vy + vy — up)
= a(u — un,u —vp) + a(u — up, vy — up)

= a(u — up,u — vp)

IN

Mlu —up|lallu —vnlla -
Luego,

M
lu—unllr < llu—onlla Von € Hy

de donde

M
lu—unlz < — inf |lu—oallm.
« v €Hp,

Esta estimacion se conoce como “Estimacion de Cea”.

S. Caucao (GIANuG? y DMFA-UCSC) Una Breve Introduccion al MEF con Aplicaciones a Mecanica de Fluidos 37 / 60



Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Utilidad de la estimacion de Cea

Si somos capaces de construir una familia de operadores de “interpolacion”
I, : H — Hj, los cuales satisfacen

lv = Tn(0)|[m < e(n)|l]] VveH,

con e(n) ——> 0, entonces de la estimacion de Cea se tiene:
M
||u—uh||H < EHU_UHHH Yo, € Hy, .

En particular, para v, = I, (u) se tiene:

n—o0o

M M
lu—unllar < —llu—Ma(u)|[r < —e(n)fu]] ——0.
e @

Por lo tanto, el error tiende a cero si la dimension del espacio tiende a infinito.
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Convergencia del Método

Consideremos el Interpolante de Lagrange:

. CcQ) — Py
n+1
v Y ()
j=0

Siv € H*(Q) entonces se tienen las siguientes propiedades de aproximacion:

v —Zh()lloa < Ch v

20 Y lv=T@)ie < Chlve.

Las demostraciones respectivas se ven en el curso Teoria de Elementos Finitos.

Tasa de Convergencia

Asumamos u € H?(Q2) N H(Q) solucion del problema continuo y sea uy, nuestra
aproximacion por elementos finitos P; continuo. Entonces, existe C' > 0, independiente
de h, tal que

||u — uh||1,Q < Ch |u|2,Q .
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Calculo del error en norma L?(2)

Notemos que el error en L?(2) esta dada por la norma:

lu — unllog = (/01 () — un (@) dm>1/2 - (2 /_ () — uh(x)|2dx> -

Por lo que, usando la regla de Simpson obtenemos

/:j (@) — un(2)|? da ~

j—1

+ 4 'u (W) —up (W)r + u(z;) — Uh(ﬂfj)l2] :

Notar que up (W) = % (un(zj-1) +un(z;)) ??

SRy

|:|u(:17j_1) - Uh(xj—l)|2
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Calculo del error en norma H' ()

Notemos que el error en H'(Q) esta dada por la norma:

1,0 = </01 lu(z) — un(z)|” dz + /01 [u' () — up (2)|? dx)

Luego, usando diferencia finita para aproximar uj, (z) en el intervalo [z;_1, z;], esto es,
un(x;) — un(z;—1)
h

1/2

l|w — un|

up, (z5) ~ =: duy, vemos que nos falta calcular el término:

[ W@ = @) de g (i) = dus )

j—1

4l (ivjfl +CL’j) — duy, (xjfl + T

- EIN 1o (o)~ duneg) P

Notar que como estamos aproximando w; con polinomios Py, se tiene que:

Tj—1+x;

dup(zj—1) = dun(z;) = dup, ( 3

) = dup,

puesto que la derivada de uy, en el intervalo [z;_1, z;] es constante.
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Tasa de convergencia del método

A nivel tedrico, en el curso de Teoria de Elementos Finitos, se demuestra que dadas
dos particiones del intervalo de estudio 2 = (0, 1), con tamanos de mallas hn—1 Y hn,
respectivamente, se tienen las estimaciones del error

lu—un-1l <Chyslulitro~Chy oy Y |lu—un| < Chylufipre = Chy,

donde r es el orden de convergencia del método dependiendo de la norma con la que
es medida el error, el grado polinomial utilizado para dicha aproximacion y el
interpolante utilizado (Interpolante de Lagrange).

De lo anterior, es facil ver que

Jlu = wal N( o )
~
Tu—tnall ~ \hui)

por lo que, el 6rden de convergencia del método resulta

HU_UHH hn,
=~ | - 0 1 .
" °g<||u_un,1” e Ve
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Poisson 1D con condiciones de contorno Dirichlet homogéneo

Consideremos el caso P

De las propiedades de aproximacion del Interpolante de Lagrange:

v =Za()llog < Ch*[olza Yy llv=Ti(v)lhe < Chlv

2,0

deducimos que:
@ Si la norma considerada para medir el error es || - ||1,o entonces r = 1.

@ Aunque la estimacion del error es obtenida en norma || - ||1,, podemos verificar
computacionalmente que al medir el error en norma || - |jo, se tiene r ~ 2.

Lo anterior lo verificaremos utilizando las férmulas:

lu—unll1,0 b
) ~ 1 _ 1
s <||“ — Un—1]|1,0 /log hn-1

[w = unlo,e hn
) ~1 _ I .
s <||U—Un—1|0,n /1o hn—1
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Poisson 1D con diciones de contorno Dirichlet homogéneo

Llegé la hora de programar!!!

(_] GNU Octave
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Ecuacion de Darcy:
Formulacion Primal




Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Problema modelo

—kAp=f en Q, p=0 en 0N.

@ p: presion. @ 00: frontera de Q.
@ x > 0: permeabilidad.
@ Q C R?: dominio poligonal. e fcI*N)

Recordemos la primera identidad de Green (Integracién por partes). Sipy ¢ son
suficientemente suaves, se tiene:

/qu—/ (Vp-n quf/Vp Vq
20

= Op qu—/Vp Vgq.
69877,
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Formulacion variacional (primer paso)

De lo anterior:

,,{/qu:,,i/ @}jderm/Vqu:H/Vp-Vq.
Q an On Q Q

Asi, obtenemos la formulacion variacional: Hallar p € Hj(Q) tal que

a(p, q) ::Fu/QVp-Vq:/qu::F(Q) Vg€ Hy().

Tiene solucion?
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Teorema de Lax-Milgram

Sea H un espacio de Hilbert y a(-, -) una forma bilineal, acotada (con constante
M > 0) y H-eliptica (con « > 0), es decir:

@ la(u,v)| < Mlfullmllolln, YuveH
Q a(v,v) > a|p||f, VwveH.
Entonces, para todo F' € H’, existe un Unico u € H tal que:
a(u,v) =F() VYveH.

Ademas, .
lullr < ~|IF .
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Notar que:
@ F es lineal y acotado:

F(g)| = \ / fq‘ < Iflballdloa < Ifloalldlia Vo e Hi().
Q

@ a es una forma bilineal (evidente!). Ademas, es acotada con M = k:

vallgllia,

atv.a)] = u| [ Vp-Vq‘ < x|VploalValon < M|
Q

@ aes H}(Q)—eliptica:
alaa) = 5 [ 14 = wlafo = alldlio 7
Q

Luego, el Teorema de Lax-Milgram asegura existencia y unicidad de solucion del
problema variacional.

Desigualdad de Friederich-Poincaré

Sea  un abierto de R", acotado en alguna direccién coordenada. Entonces, existe
Cp = Cp(Q2) > 0tal que:

v[ia > Cplvl|ia YveHs(Q).
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Método de Elementos Finitos (segundo paso)
Espacio de Elementos Finitos:

Hy = {qh €C(): aqlreP(T) VT e Th}
Hpo == HyN H3(Q)

Problema discreto: Hallar p,, € Hy o tal que

a(pn,qn) ==k / Vpn - Van = / fan=:F(qn) Van € Hnpo.
Q Q

P1: Tiene solucién?
P2: Como calcular p,?

P3: |[p — pnll1,.2? Orden de convergencia O(h*)?
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

A programar con FreeFem++

FreeFem++ es un toolbox para resolver ecuaciones diferenciales parciales. Creado y
desarrollado desde 1987. Su sitio oficial es: http://www.freefem.org.

FE FREEFEM  DOCUMENTATON  COMMUNTY  MODULES  SOURCECODE  GAUERY  EVENTS  TRYTONUNE LI

FREEFEM DAYS

A high level
multiphysics finite
element software

FreeFEM offer
and a languag
multiple meshes

ast interpolation algorithm
1 the manipulation of data on

v4.13 [N -4
Release notes ohnioad Al platforms (LGPL 3.0) - 2

Creador: Frédéric Hecht
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Algunos datos ...

@ Los programas creados con freefem pueden usarse para resolver problemas en
multifisica en 2D y 3D.

© FreeFem++ es escrito en C++. Puede ser considerado como un lenguaje de
programacion en si mismo.

© Es multiplataforma, se puede instalar en sistemas operativos: MacOS, Windows,
y Linux.

© Podemos utilizar cualquier editor de texto plano: vi, vim, nano, gedit, xed, etc.
© En linux-mint, lo podemos instalar como: sudo apt-get install FreeFem++.
© En general, lo podemos descargar desde el sitio oficial: http://www.freefem.org

@ Alternativamente, podemos descargar un entorno integrado para FreeFem++:
FreeFem++-cs

Manos al cddigo ... iniciemos con nuestro primer programa ...
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Ecuacion de Darcy: Formulacion Primal

Ejemplo 2D - Tasa de Convergencia para Formulacién Primal

Solucion para corroborar tasa de convergencia teérica
@ Q:=(0,1) x (0,1)

o x=1

® p(z,y) = cos(r ) sin(r y)

® pu(z,y) = —m sin(m z) sin(7y)
@ py(z,y) = mcos(m x) cos(ry)

o f=—k (pm(ﬂf, y) —|—pyy(x,y))
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Ecuacion de Darcy:
Formulacion Mixta




Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

Formulacién Mixta

Problema de Darcy en formulacién mixta

u=-xVp en Q, diviuy=f en Q, p=pp en T

iv;Q) = {v = 2Q): di 2 v(v) = v v
H(div; Q) := {v = (v1,v2) €L3(Q): div(v) € L (Q)}, con div(v) = G+ 52
Formulacion variacional
Hallar (u, p) € H(div; Q) x L*(Q) tal que:

ffl/ u-v—/pdiv(v) = —(v-n,pp)p VveH(iv;Q),
Q Q

—/fq VqeL*(Q)
Q

- / gdiv(u)

ﬁ G.N. GATICA, A Simple Introduction to the Mixed Finite Element Method. Theory
and Applications. Springer Briefs in Mathematics. Springer, Cham, 2014.
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Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

Formulacion variacional discreta
Hallar (un,pr) € Hj x H? tal que:

n_l/ up - Vi — / prdiv(vy) = —(vp-n,pp)r Vv, €H},
Q Q
—/qhdiv(uh) = —/ fan Y qn EH,IZ.
Q Q
H} = {vh €H(div;Q): viulr € RTW(T) VT e 7;},

HY = {qheL(Q anlr € Pu(T \fTeﬁ

X AEN
A M
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Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

Tasas de convergencia

P1: Tiene solucién?
P2: Como calcular uy, p,?

P3: ||[u — up|aiv.a + [P — prllo,o? Orden de convergencia O(h')?

(AP}) existe una constante positiva C, independiente de h, tal que para cada
1€ (0,k+1]yparacadav € H nH(div; Q) con div(v) € H'(Q), se tiene

s

(AP?) existe una constante positiva C, independiente de h, tal que para cada
1€[0,k+1]yparacada q € H(Q), se tiene

dist (v, H}) := mf HV*V}L”({WQ < Ch {\|V||z,9+||div(v)

dist (g, H}) := inf Hq*qh < Ch'lglle-
dh

Manos al cédigo ... iniciemos con nuestro segundo programa ...
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Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

Ejemplo 2D - Tasa de Convergencia para Formulacion Mixta

Solucién para corroborar tasa de convergencia teérica
@ 2:=(0,1) x (0,1)

o x=1

® p(z,y) = cos(r z) sin(r y)

® po(z,y) = — sin(r z) sin(r y)
® py(,y) = 7 cos(m z) cos(r y)
o u(e.y) = —# [pu(e,y). py(2,y)]

0 [ =—k(Paa(m,y) + Pyy(z,y))
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Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

Fluido en un medio poroso 2D con fracturas

Parametros
e 0=(-1,1)7?

1 en Qf
Q@ K= _
0.1 en Q\Q

—05(z2—1) en T,
p =
—0.5 (CEl - 1) en I‘bottom 9

p= 0 en Fright U Ftop )

Figure: Izquierda: dominio computacional. Derecha: condiciones de contorno.
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Ecuacién de Darcy: Formulacion Mixta

ParaView como una herramienta para crear imagenes de alta calidad

https://www.paraview.org

Lkitware

I ParaView aboutv  solutions v resources  companion tools

customize Enter Keyword & DOWNLOAD

Unleash the Power
of ParaView

ParaView is the world’s leading open source
post-processing visualization engine.

Using ParaView on the Web and In Situ

S. Caucao (GIANuC2 y DMFA-UCSC) Una Breve Introduccion al MEF con Aplicaciones a Mecanica de Fluidos 58 / 60


https://www.paraview.org

Actividad Integradora




Ac ad Integradora

Escribiendo un Articulo Cientifico en LaTeX con Overleaf.com

« c @ 08 v overleaf.com % & 90w s @ =

~  Templates  Plans &Pricing  Help~

LaTeX, Evolved

The easy to use, online, collaborative LaTeX editor

Q@ st D bisory B ot

S Recomplle ~ -

Get started now

e Register using Google . Register using ORCID
or
Register
W I'd like emails about produ s and company new

B

Overleaf is used by over 14 million students and academics at 6,800 institutions worldwide
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Actividad Integradora

Cursos Electivos en el M2A-UCSC
@ Teoria de Operadores Lineales
@ Andlisis Funcional
@ Teoria de Elementos Finitos
@ Aspectos Computacionales del Método de Elementos Finitos.
@ Teoria de Elementos Finitos Mixtos
@ Seminarios de Tesis | y Il: FreeFem++, C++, y ParaView.

correo: scaucao@ucsc.cl
web: scaucao.github.io

Gracias por su atencion!!!
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