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Introduccion

La modelacién matematica de fenémenos que varian con el tiempo y cuyo estado evo-
luciona, brinda un campo extremadamente rico para comprender la riqueza y profundidad
de la matematica. La naturaleza de los efectos temporales es tan fuerte en nuestras vidas
y su experiencia tan profunda, que todos tenemos una gran sensibilidad por todo lo que
signifique su modelacién.

Los sistemas dinamicos discretos, o ecuaciones en diferencias, aparecen como descrip-
ciones naturales de fenémenos de evolucién pues muchos modelos del tiempo son discretos
y como tales, esas ecuaciones son por derecho propio modelos mateméticos importantes.
Los sistemas dinamicos discretos aparecen también en los métodos de discretizacién de
ecuaciones diferenciales.

La teoria de sistemas dinamicos discretos es mas rica que la correspondiente teoria de
ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, un simple sistema dindamico discreto que resulta de
la discretizacién de una ecuacién diferencial (Esquema de Euclides) puede tener un com-
portamiento dindmico muy complicado, como la existencia de érbitas cadticas, las cuales
aparecen solamente en ecuaciones diferenciales de orden superior.

Si tratamos de precisar el concepto de sistema dinamico, podriamos decir burdamente
que se trata del estudio de sistemas deterministas, es decir, de cémo ciertas cantidades
cambian en funcién de otra, también variable, que frecuentemente suponemos es el tiempo,
y que varian de acuerdo a leyes establecidas. Matematicamente el estudio de la dinamica
de sistemas se puede definir como el estudio de iteraciones de funciones f : S — S, donde
S es un conjunto. Si consideramos que esas cantidades cambian a pequenos saltos, entonces
tenemos un sistema dindmico. Con més precision, consideremos

Tk41 = f(xk)7 ke N.

Un sistema que tiene por soluciones xg, 1, ..., %k, Txr1,--- las que deben satisfacer
x1 = f(w0), 22 = f*(20), ..., 26 = fF(0), ...

Nuestro problema consiste en encontrar dichas soluciones y analizar el comportamien-
to de kh—>Holo f¥(x), lo cual no es una tarea ficil, por ello nuestro estudio se sustentard en
propiedades que nos permitird analizar de forma cualitativa el comportamiento de dicho
sistema. ([1], [3], [6], [7])

El objetivo principal de este Seminario de Titulacién es estudiar propiedades cualita-
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tivas de los sistemas dinamicos discretos y su aplicacién a la modelizacién de fenémenos de
evolucion. En particular estudiar el modelo logistico discreto.

El primer capitulo nos entrega las herramientas necesarias para conocer las soluciones,
si es que existen, de las ecuaciones de recurrencia, las cuales veremos pueden ser consi-
deradas como técnicas de conteo. Se definiran punto de equilibrio, funcion de Lipschitz,
estabilidad; y se mostraran algunos resultados de suma importancia para el desarrollo de
la teoria.

A partir del segundo capitulo comenzaremos a generalizar los sistemas dinamicos. En
el capitulo anterior, éstos se han presentado para casos escalares. Aqui se presentan como
sistemas puesto que los modelos matematicos consideran varias variables.

La estabilidad es una propiedad cualitativa de los sistemas dinamicos a la que cabe
considerar como la mas importante de todas. Ello es debido a que, en la practica, todo
sistema debe ser estable. Si un sistema no es estable, normalmente carece de todo interés y
utilidad. El estudio de la estabilidad de los sistemas dinamicos ocupa un lugar primordial
en el andlisis y en el desarrollo de este Seminario.

En el segundo y tercer capitulo se abordard la estabilidad para sistemas no lineales y
lineales respectivamente, de modo que se pueda conocer cual es el comportamiento de las
soluciones de este tipo de sistemas.

En el capitulo cuatro se aborda el concepto de Funciones de Lyapunov, método muy
poderoso para establecer estabilidad y estabilidad asintdtica para sistemas no lineales.

Modelar un fenémeno real mediante un sistema dindmico supone, en primer lugar,
expresar el problema mediante una relacion matemaética, asumiendo ciertas condiciones o
aproximaciones. En segundo lugar, resolver o analizar la relaciéon matemética planteada (el
sistema dindmico). En tercer lugar, trasladar esta solucién a la situacién real. A esto nos
dedicaremos en los capitulos cinco y seis.

En el capitulo cinco, se analizan tres fenémenos de evoluciéon del area biologica. Pri-
mero, “Maxima Captura Sustentable”, aplicacion que buscard la cantidad méxima de ex-
traccién de un recurso renovable (especie forestal, vegetal, marina, etc) sin alterar la per-
manencia de este en el ecosistema. En segundo lugar, estudiaremos la “Ecuacion Logistica
Discreta”, uno de los ejemplos mas estudiados para el crecimiento de poblaciones que no se
modelan bien por un modelo exponencial de crecimiento natural. Finalmente, analizaremos
la “Propagacién Anual de Plantas”, modelo que tendra como objetivo describir el niimero
de plantas en alguna generacién dada.

En el sexto y ultimo capitulo se abordaran cuatro aplicaciones a problemas de evolu-
cién en otras areas. En primer lugar, la “Renta Nacional”, aplicaciéon a la economia que
buscarda modelar la renta y su variacion respecto al tiempo. Luego, “Transmision de la In-
formacion”, aplicacién a través de la cual se modelara el envio de mensajes en un sistema de
senalizacién que unicamente conste de dos senales Sy y Sy. En tercer lugar, como aplicacion
matematica, “Fractales”. Se modelaran el drea y perimetro del Tridngulo de Sierpinski y
los Copos de Nieve de Koch; ademés la longitud de un espiral generado a partir de las
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infinitas iteraciones realizadas a un cuadrado unitario. Finalmente, “Modelos en Clases de
Edades” aplicacion en que se estudiara una clase de modelos que es posible formar en varias
variables y que estaran motivados por el estudio de la evolucién de una poblaciéon donde se
hace distincion en las edades de los individuos.



Capitulo 1

Ecuaciones de Recurrencia

Los modelos a tiempo discreto dan origen a ecuaciones de recurrencia, las cuales estu-
diaremos a continuacion.

Supongamos que la transicién entre un periodo k—ésimo y el periodo (k + 1)—ésimo
ya han sido establecidas a través de una funcion f : R — R, dando origen a la siguiente
expresion

Tht1 = f(l’k), l{:O,l,Q,... (11)

Esta se denomina ecuaciéon de recurrencia, donde xy es un estado inicial del fenémeno
en estudio.

Una solucién de la ecuacién de recurrencia (1.1) es una sucesién

la cual debe satisfacer 7
T = f(xo)
zy = f(x1) = f(f(20))
zy = f(x2) = f(f(f(20)))
z, = flar-1) = [(f(@r-2) = ... = f(f([ ... f(20)))

Denotemos por

FP(xo) = (fof)(x)
(@) = (fofof)(x)

fHwo) = (fofofof)(x)
fi(xo) = (fol;fo---f)(%)
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f(xo) se lamard el primer iterado de zy bajo f, f?(xg) se llamard el segundo iterado
de z¢ bajo f, vy en general, f¥(xq) es el k—ésimo iterado de zy bajo f.

El conjunto de todos los iterados positivos { f*(zg) : k > 0} se llama 6rbita de zg, y se
denotard por OT(xg). Este proceso iterativo es un ejemplo de un sistema dindmico discreto.

Si escribimos f* la composicién iterada de f una cantidad k veces, es decir,

ff@)=(fofo...f)(x),

kveces

con fO(z) = x, la solucién de la ecuacién de recurrencia serd

zp = f*(x0).

En efecto, haciendo x;, = f*(x¢), tenemos

Tepr = [T (@) = f(fM(w0)) = f ().

Observaciones:
1) Nos gustaria responder la pregunta: Dado un nimero real z, ;Existe kh’m E(2)?, {Qué
—00

propiedades tiene la sucesién z, f(z), f?(x),...?

2) Ecuaciones en diferencia y sistemas dindmicos discretos son dos lados de la misma mone-
da. Cuando los mateméticos hablan de ecuaciones en diferencia, en general se refieren a la
teoria analitica y, cuando hablan de sistemas dindmicos discretos se refieren a los aspectos
geométricos y topoldgicos.

Para estudiar el comportamiento a largo plazo de soluciones, introduciremos el con-
cepto de equilibrio de un sistema a tiempo discreto, el cual es un punto de equilibrio de la
funcion f que define el modelo y una solucién de nuestro sistema.

La nocién de puntos de equilibrio (estados) es central en el estudio de la dindmica
de sistemas fisicos. En muchas aplicaciones en biologia, economia, fisica, ingenieria, etc.,
es deseable que todos los estados (soluciones) de un sistema dado tiendan a su estado de
equilibrio (punto). Este es el tema de estudio de la teoria de estabilidad, un tépico de gran
importancia para cientificos e ingenieros.

Ahora damos la definicién formal de punto de equilibrio:

Definicion 1.1. Un elemento z* € Dom(f) se denomina punto de equilibrio de la
funcion f: R — R si

f@®) = o™
Al considerar el modelo a tiempo discreto siguiente
Tht1 = f(il?k), ]{20,1,2,... (12)

un punto de equilibrio de la funcion f se demomina también un estado de equilibrio de la
ecuacion de recurrencia (1.2).
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Notemos que si la condicién inicial xy es un punto de equilibrio de la funcién f, en-
tonces la solucion del sistema anterior serd x = g, Vk. Ademas, si para algun periodo ky
llegamos a un punto de equilibrio z*, es decir, xy, = x*, para algin kg, con f(z*) = z*,
entonces la trayectoria de la ecuacién a partir de ese instante sera constante.

Gréficamente, la existencia de un punto de equilibrio de f (o equilibrio de (1.2)) puede
verse como la interseccion de la curva que describe la funcién f con la de la funcion identidad
I(xz) = x como se muestra en las Figuras 1.1 y 1.2. Por su parte, la Figura 1.3 muestra una
funcién que no tiene puntos de equilibrio.

Xy Xz X3

Figura 1.1: Puntos de equilibrio de la funcién f(z).

Figura 1.2: Puntos de equilibrio de la funcién f(z) = z°.
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f(x) T(x)

Figura 1.3: Grafica de una funcién sin puntos de equilibrio.

Dada una funcion f : R — R, determinar si existen y calcular explicitamente puntos
de equilibrio puede llegar a ser un problema dificil de resolver ya que esto involucran la
resolucién de una ecuacién (x* = f(z*)) eventualmente no lineal.

En otras palabras, z* es una solucién constante de (1.2) ya que si z(0) = 2* es un
punto inicial, entonces x1 = f(xg) = f(z*) = 2", 20 = f(x1) = f(a*) =2, ...

A continuacién, veremos dos resultados que nos aseguran la existencia de puntos de
equilibrio para cierta clase de funciones.

Para el primer resultado, introduciremos una clase de funciones que fueron definidas
por el matematico aleman Rudolf Lipschitz, constituyéndose en una importante propiedad
en el analisis matematico, y cuya relevancia se vera reflejada a lo largo de nuestro trabajo.

Definiciéon 1.2. Una funcion f : R — R se dice Lipschitz si existe una constante L > 0,
tal que

|f(z) — f(y)| < Llz —y|, Vx,y € R.

Si la constante L < 1 se dice que la funcion es contractiva o es una contraccion.

Ejemplo 1.1. La funcion f: R — R, definida por

f(z) = sen (%) ,x € R,

es contractiva en todo R.
En efecto,
para x,y € R, tenemos
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Por lo tanto, f es contractiva en R con constante L = %
Ejemplo 1.2. Sea g : [a,b] — [a,b] una funcion derivable en [a,b], tal que

g (x)] <k <1, keR.

para algin

Entonces g es contractiva en el intervalo |a, b].
En efecto,
por el Teorema del Valor Medio tenemos, que para x,y € |a,b], eziste ¢ € (a,b) tal que

/

g(w) —gly) = g (c)(x —y),

entonces
l9(x) — g()| = |g (O)||z —y| < klz —y|.

Por lo tanto, g es contractiva en [a,b], para L = k.

Nota: La constante L descrita anteriormente, se llama constante de Lipschitz de f.
Proposicién 1.1. Si una funcion f: R — R es Lipschitz, entonces es continua.

Con el siguiente teorema garantizaremos, por lo menos para funciones contractivas, la
existencia de puntos de equilibrio.

Teorema 1.1 ([1], [3], [5]). St una funcion f : R — R es contractiva, entonces existe un
unico elemento x*, tal que

f(z*) =a".



Ecuaciones de Recurrencia 10

Demostracion. Dado que la funcién es contractiva, existe una constante positiva L < 1,
tal que

Para = € R, generemos la siguiente sucesion

vy = f(o)

X2

vy = flra) = f(f7(2)) = f(2)

Il
=

8
=

Il
=
—
N~
3

Il
~
N
W
g

T = fk(x)

Mostraremos que esta sucesién converge a un punto de equilibrio de la funcién f. Dado
que f es Lipschitz, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

|21 — x| = [f(z) — f(z1)] < Llz — 2]

29 — 3| = [f(21) = f(x2)] < L]y — 2| < L?|z —

25 —xa| = [f(22) — f(23)] < Llwy — 23] < L’|lz — a1
[wpr — 2k = [f(zr—2) — f(zpm1)| < Llwp—n — 25| < LMo — a4
2 — zea]l = [f(xrm1) — f@r)] < Llzpoy — 2| < LMz — zy]

Asi, por desigualdad triangular

Tk — Trip| = [Tk — Toga| + |[To1 — Trgo| + [Thgo — Tras| + o F [ Thip—1 — Thgp
(LF 4+ LF L2 4 PP Y e — x|, k> p

IN

Pero )
P k k
: L (1—LpP L
== < )
) T-D)
y por tanto
Lk
Tk — Tppp| < mkﬁ — @]
Dado que L < 1
Lk

m|x—$1|—>0, cuando k — oo,
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y se tiene que los términos de la sucesion que hemos construido estan cada vez mas cerca
entre ellos, puesto que la diferencia entre dos elementos de la sucesién zy1, y 2 tiende a
cero

|z — Tpyp| = 0, Kk — o0,

Luego, la sucesion es de Cauchy, y por tanto convergente a un punto x*. Como la funcién
f es continua se tiene que f(xy) converge a f(z*). Por otro lado, como zy,; converge a x*
se obtiene, de la relacién x,., = f(x1), que f(z*) = x*. Ahora nos falta probar que este
punto de equilibrio es tnico.
Supongamos, por el contrario que x] y 23 son dos puntos de equilibrio tales que x7 # x3,
y
|27 — @3] = | f(27) — f(a})| < L]z} — 3 (1.3)

Dado que xf # x5, |27 — 23| > 0, y por lo tanto de (1.3) se tiene, para L < 1,
|27 — 25| < oy — a7,
lo cual es una contradiccién. [

Ejemplo 1.3. 2* = 0 es un punto de equilibrio de la funcion f(z) = sen(5), x € R. Dado
que la funcion f es contractiva, en virtud del Teorema 1.1, este punto es unico.

El resultado anterior se conoce como el Teorema del Punto Fijo de Banach. El proceso
iterativo utilizado en la demostracion, se conoce como iteraciones de Picard.

El Teorema 1.1 nos dice que a partir de cualquier punto inicial x se tiene que la sucesién
construida, siguiendo el esquema

v, = f()
vy = f(x1) = f(f(x) = [*(x)
w3 = f(xa) = [(f*(2)) = fP(2)

Ty = fk(x>>
converge al inico punto de equilibrio. Asi, si consideramos el sistema a tiempo discreto
Thy1 = f(l‘k), k= 0, 1, 2, cee

donde f : R — R es una funcién contractiva, entonces la tinica solucién, que estara dada
por a3, = f¥(z0), para k = 0,1,2,... convergera al tinico punto de equilibrio de la funcién
f, es decir, si el sistema que estamos estudiando viene dado por una contraccion, entonces
podemos asegurar que a largo plazo (cuando k tiende a oco) la solucién estard cerca del
unico punto de equilibrio de la funcion.

Con el siguiente resultado, determinaremos la existencia de un punto de equilibrio para
funciones continuas (no necesariamente Lipschitz) en intervalos de la forma |[a, b].
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Teorema 1.2. Sea f : R — R continua. Si para un intervalo [a,b] C R se tiene
f(z) € la,b], Vo € [a, b], (1.4)
entonces, existe un elemento x* en [a,b], tal que
f(z*) = 2",

Demostracion. Caso 1: Si f(a) = a o f(b) = b, entonces a 6 b son puntos de equilibrio
de f y el resultado queda demostrado.

Caso 2: Supongamos que f(a) # ay f(b) #b.

Como f(a) # ay f(a) € |a,b], entonces f(a) > a. De la misma forma f(b) < b. Luego,
podemos definir la funcién g, tal que

g(a) = fla) —a>0

g(b) = f(b) = b <0.

Como g es continua, el Teorema del Valor Intermedio implica que existe ¢ € [a, b], tal que
g(c) = 0. Pero g(c) = f(c) — c. Asi, f(c) = ¢ y esto demuestra el teorema. [

La Figura 1.4 ilustra esta demostracion

I(x)=x
bl f(x)
fa - = (@7 @)
Dl VA NG (b, F®))
/ P Aef©) |
S z
a b "

Figura 1.4: Funcién continua con un punto de equilibrio que ilustra la demostracion del
Teorema 1.2.

Ejemplo 1.4. La funcién f(x) =1 — z? tiene un punto de equilibrio en el intervalo [0,1].
En efecto, f es continua y el rango de f sobre [0,1] estd contenido en [0,1]. Luego, por
Teorema 1.2, f tiene un punto de equilibrio.
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El resultado anterior es una herramienta muy 1til a la hora de determinar la existencia
de un punto de equilibrio. A diferencia del primer resultado que vimos, este tltimo no nos
asegura la unicidad del punto de equilibrio como lo muestra la Figura 1.5.

Y /
1
s £,
T(x) f(x)
Y 3 K/
0 = N 1 %

Figura 1.5: Grafica de una funcién continua que satisface Teorema 1.2 con [a,b] = [0, 1], la
cual tiene mas de un punto de equilibrio.

Un equilibrio de un modelo a tiempo discreto (o punto de equilibrio de la funcién que
lo define) puede clasificarse en localmente estable o globalmente estable. Sin embargo,
puede que un equilibrio no sea lo uno ni lo otro.

Definicién 1.3. Dado un intervalo [a,b] C R, un equilibrio x* € [a,b] de la ecuacion de
recurTencia

Tht1 :f<$k), k:071a27"' )
se dice localmente estable en [a,b] si para toda condicion inicial xq en [a,b], suficientemente

cerca de x*, se tiene x, — x*. El equilibrio x* es globalmente estable si para toda condicion
xo en |a,b], la solucion xy, converge a x*.

Por Teorema 1.2 se obtiene que si la funcion f que define el sistema es contractiva,
entonces el inico punto de equilibrio de la funcién es un equilibrio globalmente estable.
Ejemplo 1.5. Consideremos el sistema dindamico lineal

Tr1 =prr; k=0,1,2,...; peR.
Analicemos la estabilidad de sus puntos de equilibrio.

Para todo z,y € R se tiene

|f(z) = f(y) lpx — py|
= |p(z —y)|

< lpllz =yl
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Por lo tanto f es Lipschitz, con constante k = |p|.

Si |p| = 1, entonces la unica solucion del modelo lineal es x* = 0 que es globalmente
estable. Si |p| # 1, entonces la unica solucion es z* = 0.

Teorema 1.3. Considere el sistema dindmico discreto siguiente
Tht1 :f<xk)7 k2071a27"' )

donde f: R — R es una funcion derivable y su derivada es una funcion continua. Si x* es
un punto de equilibrio de f y |f'(x*)| < 1, entonces x* es un equilibrio localmente estable.

Demostracion. Sea f : R — R una funcién de clase C'. Dado que f es derivable, f es
continua, y por el Teorema 1.2, existe z* € Dom(f), tal que

f(z*) =2~

Por otro lado, dado que la derivada de f es continua, existe € > 0 tal que |f (x)| < 1, para
todo z € (" —e,2* + ¢). Luego

existe L € [0,1) /|f ()| < L, Vz € (z" —,2" +¢).
El Teorema del Valor Medio nos dice que para todo a,b € R (a # b), existe ¢ € (a,b), tal

que )
£ =1 2:2”(@)_

Sea z la condicién inicial tal que zg € (z* — ¢, 2* + ¢€), y supongamos que zg € (z* — &, z%).
Aplicando el Teorema del Valor Medio al intervalo [xg, z*], existe ¢; € (zg,2*), tal que

/ f@®) — f(xo)

/ (Cl) - T* — T ’
de donde obtenemos que
, ot —m
f (Cl) - x*—ﬂﬁo’
lo cual implica
|f (e)]|z” = mo| = |2 — 21| < L]z — zo| < ¢,

es decir, x; € (z* — ¢,2* 4+ ). Aplicando nuevamente el Teorema del Valor Medio al inter-
valo [x1, z*], existe ¢y € (x1,2*) tal que

ey ) =S x

Tt — 1 r* — a1
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lo cual implica
1f (co)||a* — 21] = |o* — xo] < Lla* — 2| < L2|2* — x| < e.
Asi, iterando el proceso anterior obtenemos que
lo* — x| < LF|o* — 20| < e
de donde |z* — x| — 0, es decir xy — z*. |

Ejemplo 1.6. Sea f(z) =% + 2. Resolviendo

encontramos que x = 3 es el unico punto de equilibrio de f, como se puede ver en la Figura
1.6.

Notemos también que f/(x) = % < 1 para todo x. Entonces, por Teorema 1.3, v = 3 es
efectivamente el unico punto de equilibrio localmente estable de f.

I(x)=x

foo =222

Figura 1.6: Punto de equilibrio de la funcién f(z) =

I8
+
N



Capitulo 2

Estabilidad de Sistemas No Lineales
en R"

En esta seccion estudiaremos la teoria de estabilidad para sistemas auténomos gene-
rales

Uk+1 :f(uk), kIO,l, (21)
donde u € R" y f: R" — R" es una funcién dada.

Nota: El dominio de f no necesita ser todo R"™, pero f deberia aplicar su dominio en si
mismo, tal que la ecuacién (2.1) tenga sentido para todos los puntos iniciales en el dominio
y todo k.

Definicién 2.1. Un vector u € R™ es un punto fijo de f si f(u) = u. Un vector v € R"
es un punto periédico de f si existe un entero positivo k, tal que f*(v) = v, y k es un
periodo para v.

Nota:

1) Los puntos fijos de f representan soluciones constantes de la ecuacién (2.1), y los
puntos periédicos implican soluciones periddicas.

2) Recordemos que f*(v) = f(--- (f(f(v)))---), donde k es un periodo de v. Notemos

TV
kveces

que si k es un periodo de f para v, entonces nk también lo es, Vn € N. Ademds para
cada punto periédico se tiene al menos un periodo.

16
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Ejemplo 2.1.

a) Analicemos los puntos periddicos de la siguiente funcion

()= (%)

con dominio {( Zl ) cup # 0,un # 0}.
2

Cada vector en el dominio de f es un punto periodico con periodo 6. Ademds, existen
tres puntos tienen al menos peritodo 3, dichos puntos son

(5) () (2)

Por 4ltimo, ningun punto tiene periodo menor o igual que 2. En efecto,
supongamos por el contrario, que

()= () e (31)
w ) oW

U/QZU% Y Uiug =1

es decir,

de donde

Luego us = u; = 1.
Lo que es una contradiccion.

b) Consideremos ahora la funcion definida por

() =)

Esta funcion tiene como unico punto de equilibrio al vector ( >, y cualquier otro punto

0
tiene periodo 4. En efecto, Si
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de la definicion podemos deducir que

r()=0)

Definicién 2.2. a) Sea uw € R" yr > 0. La bola abierta centrada en u y radio r es el
conjunto B(u,r) ={v € R" : |[v — u| < r}.
b) Sea v un punto de equilibrio de f. v se dice estable si dado cualquier bola B(v,¢), existe
una bola B(v,0) tal que siu € B(v,0), entonces f¥(u) € B(v,e) para todo k > 0.
Nota: Siv no es estable, entonces v se llama inestable.
c) v se dice asintdticamente estable si es estable, y existe una bola B(v,7y) con vy < 9,
tal que

lim f*(u) = v.

k—o00
d) Sea w un punto periddico de f con periodo k. Luego, w es estable (asintéticamente
estable) si w, f(w), f2(w),..., fF=Y(w) son estables (asintéticamente estables).

RZ

Figura 2.1: Estabilidad en R2.
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R3

/

\J

=

Figura 2.2: Estabilidad en R3.

Intuitivamente, un punto fijo v es estable si los puntos cercanos a v no se encuentran
lejos de él bajo todas las iteraciones de f. La estabilidad asintética de v requiere como
condicién adicional que todas las soluciones de la ecuacion

uk—i-l:f(uk)v k:Oa1727"'

cercanas a v converjan a él.

Asi, una vez elegido que tan cerca de v deseamos permanecer en el futuro (eleccién de
Y
£), podemos encontrar que tan cerca de v debemos partir al comienzo (existencia de 9).

Nota: Determinar la estabilidad de un punto fijo usando las definiciones anteriores puede
resultar bastante dificil o imposible en muchos casos. Esto se debe al hecho que no siempre
podemos encontrar la soluciéon de la ecuacién. En esta seccién estudiaremos algunas de
las herramientas mas simples y poderosas que nos ayudaran a estudiar el comportamiento
de las soluciones de la ecuacién (2.1), en la vecindad del punto fijo, a saber, las técnicas
graficas:

Consideremos la ecuacién

Ups1 = 2up(1 — ug) = 2uy, — 2ui?, up € R (2.2)

La ecuacién anterior representa una parabola con vértice V(%, %) y foco F (%, g); y que
se abre hacia abajo pues p = —% < 0.

Grafiquemos la funcién f(u) = 2u—2u?. Al intersectar su grafica con la recta f(u) = u
tenemos que los puntos de equilibrio son 0 y %

Escojamos algin valor inicial ug € (0, %) moviéndonos verticamente al punto

(o, f(uo)) = (uo,u1)
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sobre la gréfica de la ecuacién (2.2). Ahora nos movemos horizontalmente hasta el punto
(u1,u1) en f(u) = u. LLamando us = f(uq), otro movimiento vertical nos lleva al punto
(Uh UQ) .

Iterando el proceso anterior con movimientos verticales alternados al gréfico de la
funcién f(u) = 2u — 2u® con movimientos horizontales a f(u) = u generamos la sucesién
de soluciones uy, tal y como lo muestra la Figura 2.3.

[ ()
fw)=u

N =

) =2u(l-w

11 ] | |
T T T
Uguqy Uz Uz Uy

N |
[

Figura 2.3: Método de la escalera para la funcion f(u) = 2u(l — u).

Podemos observar entonces que la sucesién obtenida u converge a u = = cuando

k — oo. Por otro lado, si consideramos nuestro valor inicial en el intervalo (%, 1), enton-
ces la solucion también converge a u = %, cuando £ — o0, es decir, el equilibrio % es
asintoticamente estable.

El siguiente teorema es un método analitico para chequear la estabilidad asintética en

el caso escalar.

N[ —=

Teorema 2.1 ([3], [5], [6]). Supongamos que f es derivable y su primera derivada es con-
tinua en algun intervalo abierto que contiene al punto de equilibrio v.

(a) Si|f'(v)| <1, entonces v es asintdticamente estable.

(b) Si|f'(v)] > 1, entonces v es inestable.

Demostracion. (a) Sea f una funcién de clase C! tal que |f'(v)] < 1. Como f’ es
continua, existe a tal que |f'(u)| < o < 1 sobre algin intervalo

I'=@w—-46v+9),0>0.
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El Teorema del Valor Medio implica que

[f(u) = fw)] < [f(O)llu—w
<

alu —w|, para u,v € I.

Asi
|f(u) —v| <alu—wv| <§, paracada wel

y luego f(u) € I.
Ademas,
|fk+1(u) —v| < Oz|fk(u) —v|, paracadak >0,y u€l.

Luego, por induccién tenemos
|f*(w) —v| < a¥lu—wv|, cadak >0, Vucl.

Finalmente, dado que ka a® =0 (pues |a| < 1), cada solucién del sistema
—00

Uk+1 = f(uk), k= 0, 1,2, ce e

que empieza en [ converge a v cuando k£ — 00, y por tanto v es asintéticamente
estable.

Supongamos que |f'(v)| > 1. Elijamos A > 1 e I = (v —&,v + ¢), para algin € > 0
tales que

[ (u) = f(w)] [ ()| = wl

> Mu —w,
para todo u,w € I. Luego, por induccion,
[f/(u) = v = A —v|

siempre que f¥(u) € I . Puesto que A > 1, se deduce que todas las soluciones del

sistema
Uk+1 = f(uk), k= 0, 1, 2, ce e

que se originan en I, a excepcion de la solucién constante u, = v, deben salir de [

para k suficientemente grande. Entonces, v es inestable.
|



Capitulo 3

Estabilidad de Sistemas Lineales

El estudio de la estabilidad de las soluciones de sistemas lineales auténomos es funda-
mental para comprender el comportamiento de las soluciones de un sistema no lineal de la
forma

U1 = Aug + g(ug),

donde A es la matriz Jacobiana de f y g satisface

el

u=0 - lull ’

es decir, para sistemas con f suficientemente regulares en el origen.

Definicion 3.1. El espectro de A, denotado por o(A), es el conjunto de valores propios de
A, y el radio espectral de A es

r(A) = max{|A| : A € 0(A)}.

Teorema 3.1 ([6]). Sea A una matriz constante n x n tal que r(A) < 1. Entonces, toda
solucion uy de la ecuacion

Uk+1 = Auk (31)
satisface

lim u;, = 0.

k—o0

Ademds, sir(A) < d <1, entonces existe una constante C > 0, tal que
lur]l < C6*|luoll,  para k>0,

y toda solucion uy de la ecuacion (3.1).

22
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Demostracion. Fijemos ¢ tal que r(A) < § < 1. Por Teorema 4.2 ([6]), la solucién de la
ecuacion (3.1), con u(0) = ug esta dada por

n—1
U = Zci—l—l(k)Min'

=0

De la ecuacién
)\1 0 0 0 >\1C1 (k)
EIEZ i 1§ 1T N 0O --- 0 ?EZ% cl (/{;) + /\QCQ(IC)
2 ) = 0 1 )\3 tee 0 2 ) = CQ(k) + /\303(]{7) , (32)

obtenemos

alk+1) = ak) = lak+1)] = |Alle(k)]

r(A)lea (k)]

U
5
=
+
=
A

Ademas, para ¢;(0) = 1, tenemos

y en general,

le1 (k)] < (r(A))* < 6% (k> 0) (3-3)
Nuevamente de la ecuacién (3.2) y la desigualdad (3.3) tenemos
|ca(k +1)] (k) + Azca(F)]
ler(B)] + r(A)|ea(F)]
(r(A)* + r(A)lea ()]

|01

IA A

Para ¢5(0) = 0, tenemos
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Y en general,

k—1
lea(B)| < k(r(A)) <k (r 5 > 61 (k> 0) (3.4)
La Regla de L’Hopital implica

k—1
k (r(:;l)) — 0, cuando k — oo.

Luego, existe una constante Bj, tal que

Similarmente se demuestra que
k(k—1)

L (A)F 2, (k2 0),

|ea(k)| <

y existe By, tal que
les (k)| < Byd*.

Continuando este proceso, por induccién, obtenemos una constante B* > 0 tal que

lci(k)| < B*6*, k>0, para cada i =1,2,...,n

Ademas, para cualquier matriz M, existe una constante D > 0, tal que

||Mv|| < DJv||, para todo v € R".

Finalmente, la solucién uy de la ecuacién (3.1), con vector inicial u(0) = wuq satisface

Jugll < Z |ci1 (B)] [ Miu(0) ]
< B*6¥||uol| ZD,-
i=0
< C8"|uol],
donde C' = B* Z D;.
Finalmente, como 0 < § < 1, entonces
lim wu;, = 0.
k—oo

Luego, la solucién trivial es asintoticamente estable. |
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El siguiente resultado establece que r(A) < 1 es una condicién necesaria para la esta-
bilidad asintética.

Teorema 3.2 ([6], [7]). Sir(A) > 1, entonces existe alguna solucion de la ecuacion (3.1)
que no tiende al origen, cuando k tiende al infinito.

Demostracion. Supongamos que r(A) > 1. Luego, |A| > 1, para algin A € o(A). Sea
v el vector propio correspondiente a A. Asf, up = Mv es solucién de la ecuacién (3.1), y
lug| = |\¥||v]. Pero, |A| /4 1. Luego, |N\¥||v| - 0, cuando k — oo. |

Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuacion

1 -5
Ut =\ 1 _q1 | U
1

y analicemos la estabilidad de las soluciones.

. y 1 —
La ecuacidn caracteristica para A= | _? ) es N2 + i = 0.
Luego, o(A) = {4, -} yr(A) = 5 < 1; es decir todas las soluciones del sistema convergen

al origen, cuando k tiende a infinito. La Figura 3.1 nos muestra como la solucion parte en

espiral desde el vector ( 10 ) hasta el origen.

1

uzn

(e
.‘/.\'\

. "

Figura 3.1: Solucién en espiral.

El siguiente resultado nos muestra que si la matriz A tiene radio espectral r(A) < 1,
entonces bajo ciertas condiciones el sistema tiene un tipo de estabilidad mas débil.
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Teorema 3.3. Supongamos que r(A) < 1, y que cada valor propio A de A con || =1 es
simple. Entonces existe una constante C' > 0, tal que

|lu|| < Clugl|, para k>0 (3.5)

y toda solucion uy de la ecuacion (3.1).

Demostracion. Denotemos los valores propios de A por || =1parai=1,... K—1y
|A\i| < 1parai=K,...,n. De las ecuaciones
A 0 0 -+ 0
Cl(k -+ 1) 1 )\2 0 tee 0 Cl<k’)
: _ 1 X - 0 :
cn(k+1) P cn(k)
o --- 0 1 X\,
y
61(0) 1
CQ(O) 0
cn (k) 0
tenemos
(k) = A}
Luego

co(k 4+ 1) = Agca (k) + AL
Asi, como en el método de los aniquiladores
(E — /\1)<E - /\2)02(/{3) == O,

donde E es el operador traslacion.
Dado que Ay # Xy
co(k) = BlQA]f + BzQ>\§7

para algunas constantes Bis, Boy. Continuando este proceso, de la misma manera tenemos
ci(k) =By + ...+ B\ i=1,... K —1.
Asi, existe una constante D > 0, tal que
(k)| <D,i=1,...,K—-1yk>0.

De la ecuacion (3.2)
Cl(lﬂ + 1) = )\kCl(k) + Cifl(k'),



Estabilidad de Sistemas Lineales 27
lci(k +1)] < [Aiflei (k)| + D,
Sea § = max{|A\kl,..., | |} < 1. Luego
|ci(k + 1) < dle;(k)| + D.

Iterando el proceso y considerando la condicién inicial ¢, (0) = 0, tenemos

E
—_

(k)] < DY ¢

Jj=

[en]

D
< —— k>0.
[— 1_67 —

De manera similar, tenemos que existe una constante D*, tal que

lc;(k)| <D*,i=1,....,.n 'y k=>0.

Por Teorema 4.4 ([6]), la solucién de la ecuacién (3.1), con u(0) = ug estda dada por

n—1
U = Zci-i-l(k)MiUOa
i=0
y
n—1
i=0
< C|U0|,
para k > 0 y algin C' > 0. |

Ejemplo 3.2. Consideremos el sistema
[ cos(@) sen(6)
Yet1 = —sen(f) cos(h) U
donde 0 es un dngulo fijo.

[ cos() sen(d)
La matriz A = ( —sen(f) cos(f)

plicada por un vector u, el vector resultante tiene la misma longitud que wu.
Ast, cada solucion u de nuestro sistema toma todos sus valores en un circulo centrado en
el origen y radio [u(0)|. En la Figura 3.2 se ilustra la situacion para el caso en que 0 = 7.

> es la matriz de rotacion, que cuando estd multi-
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Uz

uy

D
\ \
\.__/

N

Figura 3.2: Rotacién en sentido de las agujas del reloj para 6 = 7.

Los valores propios de la matriz de rotacion son de la forma X\ = cos(f) £ isen(0), es
decir, el sistema satisface las hipotesis del Teorema 3.1. Luego, basta considerar C' =1y
tenemos que |uy| < Clug].

Ejemplo 3.3. Sea f(u) = 2u(l —u). Estudiemos su estabilidad de los puntos de equilibrio.

f@)
vz /N

() =2ul —-uw)

Figura 3.3: Estabilidad de los puntos de equilibrio de la funcién f(u) = 2u(1 — u).

Intersectando la funcion f(u) = 2u(l — u) con la recta f(u) = u, tenemos que los puntos
de equilibrio son 0 y %
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Ademdas, f'(u) =2 — 4u. Luego
/ / 1
ff(0)=2>1 1y f(5)20<1.

Por Teorema 4.1, concluimos a que O es inestable, mientras que % es asintoticamente
estable.



Capitulo 4

Funciones de Lyapunov

En su famosa memoria publicada en 1892, el matematico ruso A. M. Lyapunov in-
trodujo un nuevo método para investigar la estabilidad de las ecuaciones diferenciales no
lineales. Este método, conocido como el método directo de Lyapunov, permite investigar la
naturaleza cualitativa de las soluciones. Por lo tanto, se le mira como una de las mayores
herramientas en la teoria de estabilidad. El método consiste en encontrar ciertas funciones
real-valoradas. El mayor problema reside en determinar la funcién de Lyapunov para una
ecuacion dada.

Definicion 4.1. Sea v un punto de equilibrio de f. Una funcion continua real-valuada V,
en alguna bola B centrada en v es llamada una funcion Lyapunov para f en v cuando
V(v) =0, V(u) >0 para u#v en B, y

AV (w) = V(f(u) - V(u) <0,Vue B (4.1)

St la desigualdad es estricta para u # v, entonces V' es una funcion Lyapunov estricta.

Sea uy, una solucién de la ecuacién ugy 1 = f(ug) con ug en B. Entonces la ecuacién
(4.1) requiere que V' (uy) sea no creciente como funcién de k, mientras uy estd en B. Cuando
f es continua, la existencia de una funcion Lyapunov en v implica que v es estable.

Teorema 4.1 ([6], [7], [9]). Sea v un punto de equilibrio de f, y supongamos que f es
continua en alguna bola centrada en v. Si existe una funcion Lyapunov para f en v, entonces
v es estable. Si existe una funcion Lyapunov estricta para f en v, entonces v es asintotica-
mente estable.

Demostracion. Sea V una funcién Lyapunov para v en una bola B centrada en v. Su-
pongamos que B(v,¢) estd contenida en By f es continua en B(v,¢). Luego,

m =min{V(u) : [[u—v| =¢}.

30
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es positivo, ya que V' es positiva y continua en {u : ||u — v|| = €}, el cual es un conjunto
compacto.
Escogiendo ¢ > 0 suficientemente pequenio, tal que B(v,d) esté contenida en el conjunto
abierto U = {u € B : V(u) < 3 }. Para cada u en B(v,d), por (4.1) se tiene
m

V(W) < V() < 2.

Sea W el subconjunto abierto conexo maximal de U que contiene a v. Notemos que
W C B(v,¢).

Sea u perteneciente a B(v,6). Dado que f es continua y B(v,d) es conexa, f(B(v,d))
es conexa. Luego f(B(v,d)) € W, asi f(u) estd en B(v,e). De manera similar, podemos
mostrar que f¥(u) pertenece a B(v,¢e) para k > 2, por lo tanto v es estable.

Ahora supongamos que V' es una funcién Lyapunov estricta. Supongamos ademéas que
v no es asintoticamente estable y lleguemos a una contradiccién. Existe un w en B(v, ) tal
que f¥(w) no converge a v cuando k — oco. Sin embargo, cada f¥(w) estd en B(v,¢), asf
existe una subsucesién f*(w) que converge a algtin v’ # v en B(v,¢) cuando n — oo. Para
cada k, algun k, > k, asi

V(fH(w)) > V(f*(w)) > V() (4.2)

por ecuacién (4.1) (con desigualdad estricta) y la continuidad de V. Nuevamente por ecua-
cién (4.1), V(f(v')) < V(v'). Puesto que V o f es continua, existe un § > 0 tal que

V(f(w) < V()

para u en B(v,d). Eligiendo n lo suficientemente grande tal que f*'(w) pertenezca a
B(v',0), se tiene
V(" (w) < V),

lo cual contradice la ecuacién (4.2). Luego concluimos que v es asintticamente estable. W

En la practica, la dificultad en hacer uso del Teorema 4.1, es encontrar una funcién
Lyapunov. Sin embargo, si uno la encuentra, entonces se podra obtener estabilidad, y mas
informacién sobre la solucién de la ecuacién ug1 = f(uy). Por ejemplo, el siguiente corolario
nos permite encontrar la solucion que converge al punto de equilibrio.

Corolario 4.1. Supongamos que existe una funcion Lyapunov estricta para f en v sobre
B y f es continua en B. Luego, cada solucion de la ecuacion uxy1 = f(ug) que pertenece a
B para k > ko deben converger a v.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que las soluciones de la ecuacion

Up+1 = f(uk), k= O, 1,2, c.



Funciones de Lyapunov 32

no convergen a v, para k > ky. Luego v no es asintéticamente estable.
Por otro lado, como existe una funcién Lyapunov estricta para f en v, tenemos que v es
asintoticamente estable lo cual es una contradiccion. |

Ejemplo 4.1. Utilicemos el Teorema 4.1 para mostrar que el origen es estable para la

ecuacion
_( cos(f) sen(h)
Ykt1 = sen(f) cos(f) -

U 2 2
v(( " )) S )

0, V(u) >0y

Sea V : R? = R definida por:

(1)

st = v (e ) v ()

= (ugcos(f) +uysen(h))* + (—uy sen(d) + ug cos(0))* — (u? + u3)
= u{eost(0) + sen(5) + o{eost() + sen(9) — (v + 1)

= u% + u% - uf — u2

=0

es decir, V' es una funcion Lyapunov, y por tanto el origen es estable.

Como V' (u) es el cuadrado de la longitud de u, la ecuacién AV (u) = 0 nos dice que
cada solucion del sistema permanece en un circulo fijo con centro en el origen.

Ejemplo 4.2. Analicemos ahora la estabilidad del origen para la ecuacion:

Uprq = { uz(k) — UQ(k)(u%(]Q + U%(/{;))
’ u1(k) — ur(k)(ui(k) + u3(k))

Consideremos la funcién V : B(0,v/2) C R? = R definida por:

Uy ) 2
V({u2 }) = uj + u;.

Entonces
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= uy(k)(1 — (ui(k) +u3(k)))* +ui (k) (1 = (ui(k) +u3(k)))* — (ui(k) + uj(k))
= (uz(k) + ui (k) (1 — (ui(k) +u3(k)))* — (ui(k) + us(k))

= (u3(k) +ui(k))(1 = 2(ui(k) + uz(k)) + (ui(k) + us(k))* — 1)

= (uy(k) +ui(k))* (=2 + (ui(k) + u3(k)))

<0

Asi, dado que u € B(0, \/5) yu # 0, tenemos que V' es una funcion Lyapunov estricta,
y por tanto el origen es asintoticamente estable. Ademds, dado que ApV (u) < 0 es equiva-
lente a ||f(u)|| < ||lull, toda solucidn originada en B(0,v/2) pertenece a dicha bola. Luego,
por Corolario 4.1 cada solucion converge al origen.

Ejemplo 4.3. Para el sistema

coui (k
wk+1) =

cruz(k
w(k+1) = <1iu2%(<k)>>}

donde ¢y y co son constantes. Consideremos la funcion definida positiva
2, .2 2
V(uy,ug) = uj +uj en R*.
Entonces

2
&)

AV (uy(k), uz(k)) = (W — 1) ui(k) + (W - 1) ul(k).

Sic? < 1ycs <1, entonces, dado que,
AV (ur(k), uz(k)) < (5 = Duf(k) + (cf = Duj(k),

la solucién trivial del sistema es asintéticamente estable. Si 2 > 1 y c3 > 1, entonces se
tiene que (u1(k),ua(k)) € B(0,7) C R?, donde r es tan pequeno que

AV (ur (k), us(k)) > <(1 frz) - 1) w2 (k) + <<1 fﬂ) - 1> w2(k).

Por lo tanto, la solucion trivial de nuestro sistema es inestable.
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En algunos casos, el que un punto estable de una cierta funcién sea asintéticamente es-
table puede ser establecida mostrando que la parte lineal de la funcién satisface la condicion
asintéticamente estable de un sistema lineal. Supongamos que f tiene la forma

f(u) = Au+ g(u) (4.3)
Dado que A es una matriz n X n y g satisface
i 1900 _ (4.4)
w0 ull

La ecuacion (4.3) implica que g(0) = 0 y que g no contiene términos lineales no triviales.
Las condiciones (4.3) y (4.4) implican la diferenciabilidad de f en u = 0. La matriz A es la
matriz jacobiana de f en 0 dada por:

700 g (0) o g (0)
vy —a | O RO G
() G2(0) -+ F(0)
donde fy, fo,..., fn, v todas las derivadas parciales estan evaluadas en el origen.

Teorema 4.2 ([5]). Si f estd definida por la ecuacion (4.3) con r(A) <1, y g satisface la
condicion (4.4), entonces el origen es asintdticamente estable.

Demostracion. Por Teorema 3.1, sabemos que existe una constante ¢ > 0, tal que
1A ]| < cd®lull,
para k > 0, u € R", si r(A) < 6 < 1. Dado que
det(A — M) = det((A — A7) = det(AT — \I),
Ay AT tienen los mismos valores propios. Entonces existe una constante D > 0, tal que
1A *llull < D&*[lull, para k > 0, u € R™.
Luego

I(AT) A'ul < Do'||A'u]

Dcé*||ul|, para todo t y w.
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oo
La serie geométrica > (6%)! converge. Asi, por Teorema de Comparacion
=0

Bu = Z(AT)tAtu

t=0

converge para cada u. Dado que B es lineal, podemos representarla por una matriz n x n.
Sea V : R®™ — R definida por

V(u) =u"Bu=>_||Au|
t=0

Ademés, podemos probar que V(0) =0y V(u) > 0,u # 0. Finalmente, consideremos

AV (u) = V(Au+ g(u)) — V(u)
= (Au+ g(u)"B(Au + g(u)) — v’ Bu.

Como B es simétrica,
(x +y)"'B(z +vy) = 2" Bz + 2u” By + 3" By.
Usando esta férmula, tenemos
ALV (1) = uT(ATBA)u + 2uT AT Bg(u) + g(u)" AT Bg(u) — u” Bu.
Notemos que
ATBAu = i AT(ATY A Ay

t=0
00

_ Z(AT)H-lAH-lu

t=0

Sea r =t + 1. Luego,

SoAn Ay = Y (AT) ATy

t=0 r=1
= > (A" A"u— (A") Au
r=0
= Z (AT A"u — u
r=0
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donde hemos usado un cambio de indices. Asi

AV (u) = ufBu—uTu+2u" ATBg(u) + g(u)" Bg(u) — u¥ Bu
=l |1y 2 arpe g(w)" Lg(w)|
il [ e 1 R

Usando la ecuacién (4.4), AV (u) < 0 para ||u|| suficientemente pequeno y u # 0, y luego
por el Teorema 4.1, el origen es localmente asintéticamente estable. |

En el caso 7(A) > 1 y g satisface la ecuacién (4.4), se puede mostrar que el origen es
inestable para f dada por la ecuacion (4.3).

Sir(A) = 1, entonces la linealidad nos da informacién, y otro método debe ser usado
para estudiar estabilidad. Por ejemplo, la funcién f en el ejemplo (4.2) es

()= (o) () e (i)

Aqui la matriz A tiene un radio espectral uno y g satisface la ecuacién (4.4) ya que

lg()ll _ (ud + u3)|lull
[l ]

u
=u? +us — 0, cuamdo(u1 ) — 0.
2

Aun cuando falle la linealidad, hemos sido capaces de establecer la estabilidad asintoti-
ca por el uso de una funciéon de Lyapunov.

Ejemplo 4.4. Considere el sistema

ur(k+ 1) = Luy (k) + o (k)ua(k), N
us(k +1) = —Gua(k) + Bur (k)ua(k) } o fER.

La matriz Jacobiana evaluada en el origen de este sistema es

Note que r(A) = 1—70 < 1. Ya que la funcién f(u) para este sistema tiene su primera
derivada parcial continua con respecto a uy y us, el Teorema 4.2 implica que el origen es
asintoticamente estable.

Ahora supongamos que f tiene punto fijo v # 0. Sea w = u—wv la ecuacién ug1 = f(ug)
es transformada en
Wit1 = f(wg +v) —v = h(wyg).
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Luego el origen es un punto fijo para h, y el Jacobiano de h en 0 es la misma matriz
jacobiana de f en wv. Consecuentemente, podemos probar estabilidad asintética para v
calculando los valores propios de la matriz jacobiana de f en v.

Hasta el momento nos hemos concentrado en preguntas de estabilidad para puntos fijos,
el mismo método puede ser usado para chequear puntos periédicos ya que, por Definicion

2.2, los puntos periddicos tienen propiedades de estabilidad de sus iterados como puntos
fijos de f*.

Resultados mas sofisticados de estabilidad de soluciones de ecuaciones en diferencias
se pueden encontrar en Agarwal [1], Elaydi [3], Kelley et al. [6], y Kocic et al. [7].
Enfoques mas geométricos o topoldgicos se encuentran desarrollados, por ejemplo, en Easton
et al. [2], Holmgren [4], Martelli [8] y Medina [9].



Capitulo 5

Aplicaciones a Problemas de
Evolucion Bioldogica

5.1. Maxima Captura Sustentable

El objetivo del anélisis que realizaremos a continuacion es poder determinar una politi-
ca 6ptima de extracciéon de un recurso renovable (Especie forestal, vegetal, marina) en el
sentido de obtener la mayor cantidad del recurso sin afectar la permanencia de este en el
ecosistema. ([2], [8], [10])

La variable de estado indicara la cantidad del recurso, representado por un ntmero
real positivo, en virtud de la mitad de medida considerada. Denotemos por x; la cantidad
de recurso en el periodo k, medido en anos, meses o dias. Lo primero que se debe imponer
es que T, sea siempre positivo puesto que esta representando una cantidad.

Supondremos que el recurso natural a ser analizado se reproduce a una tasa p(x), es
decir, si en un instante dado, la cantidad que hay del recurso es x, entonces en el instante
siguiente (ano siguiente, temporada siguiente o mes siguiente) la cantidad del recurso ser4 la
cantidad del periodo precedente mas p(z)z. A medida que la poblacién de invididuos (nivel
del recurso) aumenta, la tasa de reproduccién debiera ser més baja gracias a un proceso
de regulacion al interior de la especie. Esto se puede deber a que la cantidad de alimentos
para ellos es limitada y por lo tanto no pueden crecer indefinidamente en ntimero. La tasa
de crecimiento decreciente en x que se propone es

x
r)=pll— —) ,
plz) =p ( e
donde p y K son constantes propias a la especie y al entorno donde ella evoluciona. Una
buena labor del trabajo estadistico que se realiza en economia de recursos naturales es la
determinacién de las constantes p y K.

Este modelo se conoce como modelo logistico el cual fue introducido en la primera
mitad del siglo XIX por Pierre Verhulst para dinamicas a tiempo continuo, el cual no forma

38
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parte del objetivo central de este Seminario. Si abordaremos el modelo logistico a tiempo
discreto, el cual fue introducido por el bidlogo australiano Robert May en el ano 1976, el
cual estudiaremos con un poco mas de detalle en la préxima seccion.

De esta forma, el modelo a tiempo discreto estara dado por

Ty = f(zr) =z + pxy (1 - %) . (5.1)

Para que el modelo sea realista, la funcion f debe ser tal que x; sea siempre positivo.

1
:1:>K< +p>
P

se observa que f(x) es negativo, por lo tanto el nivel del recurso nunca debe sobrepasar

K (%). Como el maximo de la funcién f se alcanza en 7 = K (12ipp), tomando el valor

Si

(1+p)°

@) = K=

para que siempre se obtengan valores positivos, se debe tener

1 1
Kﬂ<}(( +p):>p§3. (5.2)
4p p

Por lo tanto, si x esta en el intervalo [O, K %} se tendrd que f(z) permanecerd en

el mismo intervalo pues

0 tp)? Sl
0< flo) < f(@) = K= <K( P)

Entonces, si p < 3, la funcién f (que es continua) satisface

oefr( wepa () e

y el Teorema 1.2 nos asegura la existencia de al menos un punto de equilibrio de f en
[0, K (%)] La verdad es que en este caso resulta facil determinar que existen dos puntos
de equilibrio, los cuales seran z* = 0 y el equilibrio positivo x* = K.

Dependiendo de los valores de p y K, el cero y el equilibrio positivo puede que sean
estables o no.

Gracias a la propiedad (5.3), si la condicién inicial xq estd en el intervalo [0, K ( 211,
podremos asegurar que las trayectorias xzj, del sistema (5.1) permanecen por siempre en el
mismo intervalo.

Agreguemos ahora un término de extracciéon. Si en el periodo k hay una cantidad xy
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del recurso, este evoluciona siguiendo la relacion (5.1). Explotando, al final de cada periodo,
una porcién h < 1 de este, es decir, se extrae h(xy + pri(1 — 2£)), el sistema estard dado

por "
Tpe1 = (1—h) <:13k + pxy, (1 — %)) .

Para cada h < 1, un equilibrio no nulo del modelo con extraccién serd un nivel x} # 0, tal

que
T
zy, = ( )(x/ﬂprh( K))’

donde el subindice h en zj lo hemos colocado para indicar la dependencia del equilibrio con
respecto a la porcién de explotacion h. El nivel x} serd positivo si h < 1—_%) y en tal caso
estara dado por

h
i=K|(l—— | < K. 5.4
=k (1 aw) (54)
Si definimos la funcion
(x) :x+px<1—£>
g K)o

el modelo con extraccion se escribe

zrr1 = (1 = h)g(ay),

siendo el equilibrio z; un elemento que satisface

2, = (1 - hg(a}). (5.5)

Dada una porcién h, en el equilibrio se extraera una cantidad £(h) := hg(z}) del
recurso la que, de (5.5), se deduce igual a {(h) = g(z}) — «},, obteniéndose

=i, (1- 7).

Si la fraccién de explotacion h es tal que el equilibrio x} coincida con el méximo de la
funcion

T = pr (1 - %) : (5.6)

se tendra que para dicha tasa de explotacion, la captura dada por £(h) se maximiza. Bus-
quemos la fracciéon h con la cual se tiene lo anterior. Dado que el maximo de la funcion
(5.6) se obtiene en T = %, lo cual se deduce al derivar e igualar a cero pues la funcién es
una parabola positiva, debemos buscar h tal que
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<) e

[—— (5.7)
2+p

Al decretar que la tasa de explotacién sea la dada por (5.7), estaremos imponiendo que
el sistema se estabilice (si el equilibrio resulta ser estable) en un nivel donde se obtiene la
maxima extraccion posible sin que el recurso se extinga, es decir, se maximiza la extraccion
y esta actividad se ejerce de manera sustentable. Si se extrae una porciéon h mayor, puede
que se tengan mayores ganancias econémicas en un instante dado pero después el recurso
disminuird, pudiendo incluso extinguirse, y por lo tanto, también tendra repercusiones de
tipo econémico para quien lo extrae.

La captura maxima obtenida, dada por £(h) con h definido por (5.7), se conoce como el
mdzximo rendimiento sustentable denotado MSY por sus siglas en inglés (maximal sustaina-
ble yield). En la planificacién para extraccion de recursos naturales, buscar el MSY es una
metodologia actualmente utilizada para extraer de manera sustentable la mayor cantidad
posible de un recurso.

concluyendo de (5.4)

lo que implica

5.2. Ecuacién Logistica Discreta

Continuando con el estudio de sistemas dindmicos discretos, ahondaremos en una ecua-
cion de recurrencia no lineal dada por

xkﬂzxk—i—pxk(l—%),k:O,l,Q,...,p#O. (5.8)

La ecuacién dada en (5.8) es conocida como ecuacion logistica discreta, y un equilibrio
para este sistema es un punto x* tal que

J,‘*
=t 11— — 5.9
x "+ px ( K) (5.9)

Desarrollando la ecuacién (5.9) para z* se tiene

¥ z*
== +px( K> & px( K) 0

*

X
& prt=0 1-—=0
pr 0

s =0 o 2"=K,

es decir, z* = 0y 2* = K son los tnicos equilibrios posibles del sistema (5.8).
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Consideremos ahora la funcién definida por

flz) = :c+p:c<1—%)

2

_ _ P
= T+ px 7
2

pT

= (1 _
(1+p)z e

Esta funcién es derivable, y por lo tanto continua. Ademas

/ 2px
f -1 _
(z) P e

!’ . ., . . ., .
Es claro que f, por ser combinacion de funciones continuas, es también continua.
Evaluando la derivada en los puntos de equilibrio de f se tiene

FO)=1+p

f(K)=1+p—2p=1-p

Para p > 0 se tiene
£ (O) =1 +p]>1,

es decir, x* = 0 no es estable.

Por otro lado
| (K)[=1-p| <1,

lo cual implica 0 < p < 2.
Luego, por Teorema 1.3, el equilibrio * = K es localmente estable para p € ]0,2][.
Ademas, en el intervalo [0, “LP'D)K | (p > 0), tenemos las siguientes propiedades de monotonia

< K=uz< f(x)
x> K=1x> f(x)

A continuacion, analizaremos qué tipo de comportamiento tiene la funcién f entorno
al equilibrio z* = K. Consideremos la ecuacion

K—f(a;):p?ﬁ—(ler)erK:o (5.10)

) 1+pH1— 14p—[1—
cuyas raices son © = K (W) yr=K <M).
P 2p
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Ya hemos visto que si p € ]0,2[, el equilibrio z* = K es localmente estable, y dado
que el valor de |1 — p| depende de p, analicemos qué sucede cuando p € ]0,1[. En tal caso
tendremos

1 1— K 1+p—[1
x:K( +p+ | p!):_ o x:K( +p \+p!):K7
2p P 2p

de donde

{ K—f(z)>0, YVe<z;,=K (5.11)

K— f(z) <0, Voe (r,z)= (K,%)
De esta forma, considerando las ecuaciones (5.10) y (5.11), se tendra

r< K=< f(x)<K
r>K=K< f(z) <.

De lo anterior podemos concluir que si p € ]0, 1], entonces para cualquier condicién
inicial z( en el intervalo |0, % [ tendremos convergencia al equilibrio z* = K de manera
creciente (x4, > zx) si g < K, o de manera decreciente (xpyq < o) si xg > K. Si zg €

] %, (%)K [, entonces tendremos convergencia a K pero no serd de manera decreciente.

Por otro lado, si el parametro p € ]1,2[, el equilibrio z* = K sigue siendo local-
mente estable pero la convergencia no resulta ser creciente o decreciente. Asi obtenemos
oscilaciones entorno a z* = K convergiendo al equilibrio (Ver Figura 5.1).

Xg

Xg

Figura 5.1: Trayectoria zy para p € ] 1,2][.

Veamos qué sucede cuando p > 2. En este caso se tiene que f (K)=1—p < —1y por
lo tanto el equilibrio x* = K es inestable. Se puede observar que para valores de p mayores
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a 2 pero cercanos, se converge a un ciclo de periodo dos entorno al equilibrio K, esto es,
que para k grande se tendra

'I‘k‘ - xk‘—}—Qa

con xp < K y z,41 > K como se observa en la Figura 5.2

Xy 4

Figura 5.2: Trayectoria ) con un ciclo de periodo 2.

A medida que se hace crecer p se tendra que se sigue manteniendo un ciclo de tamano
dos pero la amplitud, es decir, el valor x;,1 — ) ird en aumento. Esto sucedera hasta que
se alcance el valor de p = /6 que es a partir de cuando las trayectorias zj, tenderdn a un
ciclo de periodo cuatro entorno a K, es decir, que para valores de k grandes, se tendra

Tk = T4,

como se muestra en la Figura 5.3.

Xk

Figura 5.3: Trayectoria z; con un ciclo de periodo 4.

A medida que se sigue aumentando el pardmetro p se observa que el ciclo de periodo
cuatro aumenta su amplitud hasta llegar a obtener (aumentando el valor de p) un ciclo de
periodo ocho entorno a K como se grafica en la Figura 5.4.
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Xk

Figura 5.4: Trayectoria z; con un ciclo de periodo 8.

Lo anterior se puede seguir realizando aumentando el pardmetro p obteniendo ciclos
de periodo 2". Una vez que se tiene un ciclo de tamano 2", este comportamiento cualitativo
se preservara hasta que el parametro p llegue a un nivel p,, y cada vez que se aumenta, la
amplitud de los ciclos asociados ird en aumento. Asi, cuando p era mayor pero cercano a
dos se tenfa que se tendia a un ciclo de periodo dos hasta llegar a p; = v/6 > 2. a partir de
ese valor, se tiene un ciclo de periodo cuatro hasta un valor de p, > p;. Luego, en las figuras
observamos que se tiene un ciclo de periodo ocho y esto sucedera hasta un valor ps > ps.
Sucesivamente lo anterior se va a tener para todo n = 1,2,3,4, ..., pero los ciclos a partir
de un instante tendran un periodo de una potencia de base distinta a dos. Por otro lado,
es posible observar que la diferencia entre los pardmetros p,+1 — p, > 0 decae rdpidamente
teniendo una convergencia de p, hacia p,, = 2,5699456... Si el pardmetro p de nuestro
sistema a tiempo discreto es mayor a po, se pueden encontrar trayectorias que son llamadas
orbitas cadticas. El término cadtico se les asocia por dos razones. La primera es que no
son trayectorias periddicas, es decir, no vuelven a tomar un valor alcanzado anteriormente.
Ademas, muestran una muy sensible dependencia con respecto a las condiciones iniciales.
Esto implica que con dos condiciones iniciales muy cerca una de otra, las trayectorias
generadas a partir de las dos seran completamente diferentes. Lo anterior puede ser muy
dramatico en la pracica ya que si se comete un error, por pequeno que sea, en la medicion
de la condicién inicial, la trayectoria obtenida puede diferir bastante de aquella asociada
a la verdadera condicion inicial. En tales modelos, no sera posible hacer proyecciones de
largo plazo.

La Figura 5.5 muestra el comportamiento de una trayectoria para el valor de p = 3.
La Figura 5.6 muestra la diferencia entre dos trayectorias con condiciones iniciales cercanas
para el mismo valor de p = 3.
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Xk

Figura 5.5: Trayectoria z; para p = 3.

Xk 5 Vi
10¢

-10F

Figura 5.6: Diferencia xy, — yx entre dos trayectorias con condiciones iniciales cercanas, para
p=3.

Observacion:

Los comportamientos ciclicos y cadticos descritos no tienen ninguna relaciéon con lo
que sucede en tiempo continuo para el modelo logistico. En ese contexto, para cualquier
condicién inicial positiva, la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria asociada a la
funcién logistica converge a K. Este es un claro ejemplo donde no hay concordancia entre
un modelo a tiempo continuo y tiempo discreto, aunque las dindmicas estén definidas por
la misma funcion.

Ya que el comportamiento cadtico presente en el modelo logistico a tiempo discreto
presentan gran sensibilidad con respecto a las condiciones iniciales ;Cudles son las impli-
cancias biolégicas de este tipo de resultado matematico? ;Es razonable que una poblacion
pueda ser modelada por un sistema tan sensible? ; No serd mejor incluir aspectos aleatorios
en el modelamiento?. La prediccién a largo plazo parece ser imposible en este tipo de mo-
delos, siendo precisamente esta una de las motivaciones del trabajo cientifico. Para quien
tiene la tarea de modelar, analizar estos aspectos (sensibilidad del sistema con respecto a
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las condiciones iniciales, pardmetros del modelo, incluir aleatoriedad) revierten una gran
importancia.

Viendo lo que sucedia con el sistema a tiempo discreto dado por la funcién logistico,
se planted la necesidad de validar experimentalmente (a través del seguimiento de una po-
blacién bioldgica) el tipo de comportamientos senalados en esta seccién. Esto fue logrado
por Constantino, Desharnais, Cuching y Dennis el ano 1997 estudiando la dinamica de
Tribolium. Ellos analizaron un modelo un poco mas sofisticado que el logistico pero que re-
presenta la misma transicion entre un estado de equilibrio, ciclos y luego comportamientos
cadticos haciendo variar los parametros del modelo.

5.3. Propagacion Anual de las Plantas

Nuestro objetivo ahora es desarrollar un modelo matemético que describa el ntimero
de plantas en alguna generacién (en el hemisferio norte). Sabemos que las plantas producen
semillas al terminar su estacién de crecimiento (por agosto), después ellas mueren. Ademaés,
solo una fraccion de estas semillas sobrevive al invierno y las que sobreviven germinan a
principios de la temporada (por mayo) dando lugar a la nueva generacién de plantas ([10]).
Sea,

= Numero de semillas producidas por planta en agosto,
Fraccion de semillas de un ano que germinan en mayo,
Fraccion de semillas de dos anos que germinan en mayo,
= Fraccién de semillas que sobreviven al invierno.

SERSSSIES
|

Si p(n) denota el nimero de plantas en una generacién n, entonces

p(n) = (Plantas de semillas de un ano)+(Plantas de semillas de dos anos)

= asi(n) + Bsa(n) (5.12)

donde s1(n) y s2(n) son el nimero de semillas de un ano y dos anos respectivamente en abril
(antes de la germinacién). Observe que las semillas que quedan después de la germinacion
pueden ser descritas como

Semillas restantes = (Fraccién no germinada) x (Numero original de semillas en abril)
Esto da lugar a dos ecuaciones
s1(n) = (1 —a)si(n), (5.13)
52(n) = (1 = B)s2(n), (5.14)

donde 51(n) y S2(n) son el nimero de semillas restantes en uno y dos anos respectivamente

en el mes de mayo, después de haber germinado. Las nuevas semillas so(n) (en 0 anos) son
producidas en agosto (Ver Figura 5.7) a razén de vy por planta,
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so(n) = yp(n) (5.15)
después de invierno, las semillas so(n) que eran nuevas en la generacién n, serdn un ano
mayor en la préxima generaciéon n + 1 y una fraccién osg(n) de ellas sobreviviran. Por lo
tanto

si(n+1) = osp(n)

o usando la férmula (5.15) tenemos

s1(n+1) = oyp(n) (5.16)
Afiok=n Afiok=n+1 Afiok=n+2
- A A
L T T N
Abril — Mayo Agosto  Invierno Abril-Mayo  Agosto Invierno Abril—Mayo  Agosto
I I
Q,."-.a
3 ﬁ.x ¥
Y ]
s;(n+1) 5;(n+1)

&

| —
=

Ja

o e o e e e e e e e e s o
— e o o o o o o o] e e o - .

Sg{ﬂ) LN
{ . ﬁ so(n+2)
.ﬂ 1 a 5,(n+1)
sgn+1) :
=
&
p(n) p(n+1) p(n+2) so(n+2)

Figura 5.7: Propagacion Anual de Plantas.

y similarmente,
sa(n+1) = 051(n)

lo cual por (5.13) implica
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so(n+1) = o(l —a)si(n),
(5.17)
= o1 —a)p(n—1)

Sustituyendo s;(n+1), so(n—+1) de las expresiones (5.16) y (5.17) en la férmula (5.12)
resulta

p(n+1) = ayop(n) + fyo*(1 — a)p(n — 1)

p(n+2) = ayop(n + 1) + Byo*(1 — a)p(n) (5.18)

La ecuacion caracteristica de la ecuacion esta dada por

N — ayo ) — Byo*(l —a) =0,

4
- e
oo’

Observemos que A\; y Ag son raices ya que 1 — a > 0. Ademéds, Ay > 0y Ay > 0. Para
asegurar la propagacién (es decir, p(n) crece infinitamente cuando n — o0) necesitamos
tener A\; > 1. No vamos a hacer lo mismo con \; ya que es negativo y conduce a oscilaciones
no deseadas en el tamano de la poblacién de plantas. Por lo tanto,

43 ayo 43 ayo
1 14+ —(1— > 1 —1 14+ —(1— >1—-—-.
+\/ + o a>] o +\/ + 10> 1=

con raices caracteristicas

4
)\1_%[14- 14——62
2 Yo

ayo

2

Elevando al cuadrado a ambos lados y simplificando tenemos
1
ao + fo?(l —a)

Si 8 = 0, esto es, si no hay semillas germinadas de 2 anos en mayo, entonces la condicion
(5.19) estd dada por

v > (5.19)

1

La condicién (5.20) dice que la propagacién de plantas ocurre si el producto del niimero
de semillas producidas por planta en agosto, la fraccion de semillas de un ano que germinan
en mayo, y la fracciéon de semillas que sobreviven al invierno, exceden en 1.



Capitulo 6

Aplicaciones a Problemas en Otras
Areas

6.1. Renta Nacional

En esta aplicacion de tipo econémico, nos referiremos al estudio de la renta nacional y
a su variacion respecto al tiempo. La renta nacional, en un periodo dado, se compone de:

(1) Gastos de consumo (compras de bienes de consumo);

(2) Inversiones privadas inducidas (compras de equipo capital. Por ejemplo: Maquinaria
utilizada para incrementar la produccion); y

(3) Gastos publicos.

Si denotamos por R(k) a la renta nacional, C'(k) a los gastos de consumo, I(k) a la
inversion privada y G(k) a los gastos ptublicos, donde k es el periodo al que dichas variables
estan referidas, que supondremos es anual, tendremos:

R(k) = C(k) + I(k) + G(k) (6.1)

Supondremos las siguientes relaciones ampliamente aceptadas por economistas (Ver
Samuelson'):

(a) El consumo de cualquier periodo es proporcional a la renta nacional del periodo
anterior. La constante de proporcionalidad aqui establecida es denominada propension
marginal al consumo. Si la denotamos por «, la relacion esta dada por

C(k) = aR(k — 1), (6.2)

IP.A. Samuelson, “Ensayos sobre el ciclo econémico”, Fondo de Cultura Econémica, México, 1946

20
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ecuacion en la que hay que destacar el hecho de que las variables estan referidas a
periodos de tiempo consecutivos.

(b) La inversién privada inducida en un periodo cualquiera es proporcional al incremento
de consumo que ha tenido lugar en dicho periodo con relacién al periodo precedente.
La constante de proporcionalidad establecida se denomina coeficiente de aceleracion
o relacion, y la denotamos por . Luego, la relacion descrita puede escribirse por la
ecuacion

I(k) = BIC(k) = C(k = 1)]. (6.3)

Notemos que si el consumo decrece, la diferencia C'(k) — C(k — 1) serd negativo y
luego I(k) < 0. Esto puede interpretarse por el hecho de no dedicar a la inversién
cantidades que normalmente se hubieran dedicado a la formacién de bienes capital,
como seria, por ejemplo, el no reemplazar la maquinaria depreciada.

(c) El gasto publico es constante a lo largo de los anos. Aqui podemos escoger nuestra
unidad como

G(k) = 1. (6.4)

Para obtener una ecuacién expresada solo en términos de la renta nacional, sustituimos
(6.2), (6.3) y (6.4) en la ecuacién (6.1), obteniendo asi

R(k) = aR(k—1)+p8[C(k)—C(k—-1)]+1
aR(k—1)+ plaR(k—1) — aR(k —2)] + 1
Simplificando, obtenemos la ecuacién en diferencia de la renta nacional
Rk)=a(l-=P)R(k—-1)—apR(k—-2)+1,k=2,3,4,...
Sustituyendo k por k + 2 obtenemos
R(k+2)=a(l+B)R(k+1) —aBfR(k)+1

de donde
Rk+2)—a(l+p8)R(k+1)+abR(k)=1,k=0,1,2,... (6.5)

Asi, la renta R se determina como una solucién de esta ecuacién en diferencias no
homogénea de segundo orden con coeficientes constantes. Cuando los valores iniciales R(0) y
R(1) son dados, podra determinarse la renta correspondiente a todos los periodos posteriores
haciendo uso de la ecuacién (6.5).

Supongamos que los valores iniciales de la renta son R(0) = 2 y R(1) = 3; y que
a=0,5y 8= 1. Luego, la ecuacién (6.5) se reduce a

R(k+2) — R(k+1) + %R(kz) —1 (6.6)
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Para resolver esta ecuacion hallaremos en primer lugar la solucion general de la ecuacion
homogénea correspondiente y le sumaremos una solucién particular de la ecuacién (6.6).
La ecuacion homogénea tiene como ecuacion caracteristica

9 1

_ =0
X x+2

cuyas raices son
1+2 1—1

Utilizando herramientas del algebra reduciremos estas raices a su forma trigonométrica:

de donde 0 = 7.
Luego, la forma trigonométrica de las raices es

7 (s () =en (7).

Aplicando el Teorema 3.7 (Goldberg [4]) tenemos que la solucién de la ecuacién ho-

mogénea es p) (?)kcos (%ﬂ N b) . (6.7)

Hallar una solucién particular de la ecuacién completa (6.6) es un problema sencillo de
resolver. Para ello probaremos como solucién una de la forma y*(k) = ¢, con ¢ constante.
Dicha expresion satisface a la ecuacién (6.6) siempre que ¢ = 2, por lo que la solucién
general de (6.6) esta dada por

0 (2 s (5 0) 3 69

Haciendo & = 0 y k = 1, obtenemos (utilizando las condiciones iniciales R(0) = 2y

R(1) = 3) que b o
ﬁacos( = }

CLTCOS<§) = 1

T =

dedondea= -2y b= 7.
Asi, la solucién particular de la ecuacién (6.6) que satisface las condiciones iniciales

R(0)=2y R(1) =3 es

R(k) = - (—2 cos (2 +7) +2 69
+
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La presencia del factor seno hace que la renta nacional sea oscilante en el tiempo,

V2 v2\*

2 2

aumenta, por lo que la sucesiéon {R(k)} tiende a 2 de forma oscilatoria.
Si R* es una solucion constante de la ecuacién (6.5), entonces

y dado que < 1, las oscilaciones son amortiguadas y < tiende a cero cuando k

R —a(l+p)R"—aBR" =1
de donde obtenemos como valor de equilibrio de la renta nacional

1
l—«

R =

,a#1 (6.10)

Dada la forma del equilibrio obtenido en (6.10), tenemos que las condiciones para que
dicho valor sea estable son

l—a(l+p8)+aBf>0; 1+a(l+p)+aB>0; vy 1—af>0

la segunda de las cuales se satisface automaticamente, puesto que a y 5 son ambas positivas.
Por otro lado, la primera y tercera condicion pueden escribirse de la forma

a<lyaf<l.

Asi, obtenemos las condiciones necesarias y suficientes para que la renta R* sea un
equilibrio estable: Tanto la propension marginal al consumo, como el producto de esta por
la relacién de aceleracion son menores que 1. Si estas condiciones se cumplen, la sucesion
de los valores de la renta tenderd a R* independientemente de los valores iniciales dados.

Esta convergencia al valor de equilibrio R* serd oscilante (en cuyo caso decimos que
la renta nacional R(k) fluctia alrededor del equilibrio R*) cuando las raices sean nimeros
complejos, lo que ocurrird cuando el discriminante, que en este caso es

(1 + B)* —4ap

sea menor que cero, de donde

Ap

o< .
(1+5)
Regresemos a nuesto ejemplo en que oo = % y B =1. Aqui, R* = 2, es decir el equilibrio
de la renta nacional es dos veces el gasto piblico. En la Figura 6.1 podemos ver la solucion
de R(k+2)—R(k+ 1)+ R(k)=1,con R(0) =1y R(1) = 2.
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R(K)

Figura 6.1: Solucién de R(k+2) — R(k+ 1)+ R(k) =1, con R(0) =1y R(1) = 2.

Finalmente, la Figura 6.2 muestra el diagrama del pardmetro (5 — «), el cual muestra,
las regiones de estabilidad e inestabilidad.

(14

Raices Reales
Inestables

Raices Reales
Estables !

1 Raices Imaginarias
1 Inestables
1
|
1

Raices Imaginarias
Estables
.

1 B

Figura 6.2: Diagrama del parametro (5 — «).

6.2. Transmision de la Informacion

Supongamos que un sistema de senalizacién consta unicamente de dos senales S; y .S
(tal como el punto y la raya del sistema telegréfico). Los mensajes se transmiten a través
de cierto canal una vez se ha formado con ambas senales una sucesiéon o secuencia que
depende del codigo con que se rija el sistema. Supongamos ademés que S; y Sy requieren,
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respectivamente, k; y ko unidades de tiempo para ser transmitidas, y denotemos por N (k)
el nimero total de mensajes posibles que dan lugar a secuencias de duracién k. Una senal
de k tiempo de duracién, bien termina con una senal S; o una senal Ss.

—_——e—0—o00— ... ® ; N(k — ky) Mensaje posible

= ; N(k — k,) Mensaje posible
—_———— —e— —

“e e

Figura 6.3: Dos senales, una termina con S; y la otra con Ss.

Consideremos en primer lugar aquellos mensajes de duracion k£ que terminan con Si.
Dado que Sy precisa k; unidades de tiempo para su transmision, esta ultima senal debe
comenzar a emitirse en el momento k — k. Pero el niimero de posibles mensajes que pueden
transmitirse en un intervalo de tiempo k—k; es N (k—k;), mensajes a los que puede agregarse
la ultima senal S;.

De aqui que el nimero total de mensajes de duracién k que acaban con una senal S}
es precisamente N (k — kp). Andlogamente, el nimero total de mensajes de duracién k que
terminan con una senial Sy viene dado por N(k — k3). Dado que un mensaje de duracién
k debe necesariamente terminar en S; o en S, el nimero total de mensajes de duracion k

puede ser dado por
N(k) = N(k — k1) + N(k — ko).

Si k1 > ko, entonces la ecuacion anterior puede ser escrita en la forma familiar de una
ecuaciéon de orden k;

N(k+ k1) — N(k+ky —ky) — N(k)=0. (6.11)
Por otro lado, si k; < ko, entonces obtenemos la ecuacion de orden ks

Un caso interesante es cuando k4 = 1 y ky = 2, es decir, que una senal requiere una
duracion de tiempo doble que la otra en ser transmitida a través del canal. En este caso
tenemos

N(k)=N(k—-1)— N(k—2) (6.13)
que puede escribirse de la forma maés usual
N(k+2)—N(k+1)—N(k)=0, con k£=0,1,2,... (6.14)

Esta es una ecuacién en diferencias lineal y homogénea de segundo orden con coefi-
cientes constantes, y que no es sino la conocida sucesién de Fibonacci {0,1,1,2,3,5,...}.
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(1+V5)

La ecuacion caracteristica es m* —m —1 = 0 de raices =, que por ser reales y distintas

dan lugar a que la solucién general de la ecuacién (6.14) venga dada por

N(k) = a <1+2\/5) + as (1_2\/5>  k=0,1,2,... (6.15)

2

Para encontrar a; y as necesitamos especificar las condiciones iniciales N(0) y N(1).
Dada la significacion que tiene N (k), una hip6tesis razonable es hacer N(0) =0y N(1) = 1,
con lo que obtenemos una solucion particular en la que las ecuaciones que aparecen en la

ecuacion (6.15) serdn a; = \/ig y ay = 7% Luego, la solucién de nuestro problema se

convierte en
1 (1445 o 1-vs)
- (2 2 (5 o9

Otro de los conceptos desarrollados por los autores de la teoria de la informacién es el
de capacidad del canal. Shannom define la capacidad C del canal de la siguiente forma:

C = 1im 282N E) (6.17)
k—o0 k

donde log, denota al logaritmo en base 2. (La base 2 se utiliza en la teorfa de la informacién
en vez de otras bases mas comunes, como son la base 10 o la base e. Ello se debe a lo
siguiente: Supongamos que debe efectuarse una tnica eleccion entre un niimero igualmente
probable de alternativas. A partir de ello definimos la unidad de informacién (1 bit) como
aquella informacion que al ser transmitida reduce a la mitad el nimero de alternativas
igualmente probables. Asi, por ejemplo, para reducir el nimero de alternativas de 32 a 16,
de 16 a 8 o de 8 a 4, etcétera, basta con transmitir un “bit” de informacion. Y dado que
log, 2% = k, resulta que log, 32 = 5, log, 16 = 4, log,8 = 3, log,4 = 2, esto es, que el
logaritmo en base 2 del niimero de alternativas tiene una variaciéon igual a la cantidad de

informacién transmitida.)
Para calcular la capacidad C', observamos que la sucesion {N(k)} ofrece el mismo

comportamiento que la sucesién {C’l[(lgﬁ]}, lo que se deduce teniendo en cuenta que la
raiz m; = % (= 1,6, aproximadamente) es mayor en valor absoluto que la raiz my =

@ (= —0, 6, aproximadamente), por lo que el primer término del segundo miembro de

la ecuacién (6.16) predominard, mientras que el segundo se aproximard a cero cuando ¢
aumente. De aqui que
k

C = lim

k—o0 k

(6.18)

Pero
log, Cym* = log, Cy + klog, m,
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por lo que

log, C
C = lim ( Oglz L4 log, m1> = log, my

k—o0

resultando C', en este caso aproximadamente 0, 7.

6.3. Fractales

En esta seccion estudiaremos situaciones geométricas de dos dimensiones definidas de
forma recursiva. A partir de la construccion realizada, utilizaremos la naturaleza recursiva
de la forma en que se definieron para encontrar su perimetro y area.

A continuacién, damos lugar a la construccion de nuestro primer objeto de estudio,
conocido como Tridngulo de Sierpinski ([8], [10]).

Consideremos un triangulo equildtero de lado uno, tal como lo indica la Figura 6.4
a). Para obtener la primera iteracién, tracemos los segmentos que unen los puntos medios
de los lados del tridngulo, y quitemos el tridngulo central como en la Figura 6.4 b). Para
obtener la segunda iteracion tracemos los segmentos que unen los puntos medios de los
tridngulos sombreados, y quitemos los tridngulos centrales respectivos (Ver Figura 6.4 ¢)).

Sea t(0) el tridngulo original. Denotemos la porcién sombreada de la Figura 6.4 b) por
t(1). Asi, la porcién sombreada de la Figura 6.4 ¢) es t(2). Continuando el proceso de forma
iterativa obtenemos t(3),¢(4), t(5), . ..

Sea a(k) el area de la k—ésima iteracién t(k). El drea de un tridngulo equildtero estd

dada por a(k) = ¥3 donde s es la longitud del lado. Por lo tanto, si t(0) es unitario,

4
entonces a(0) = \/Tg' Dado que los cuatro tridngulos formados en la Figura 6.4 b) son
congruentes, y el triangulo central se descarta,
1 3
a(l) = a(0) — Z—la(O) = Za(O).

En la Figura 6.4 ¢), una cuarta parte de cada uno de los tridngulos restantes se descarta,

por lo que a(2) = 2a(1).

Continuando el proceso por iteracién, tenemos que el area satisface el sistema dinamico

alk+1) = %a(k),

y luego la k—ésima iteracion es

3 k \/g 3 k
Sea p(k) el perimetro total de la k—ésima iteracién, es decir, el perimetro total de
todos los tridngulos sombreados en ¢(k). Calculemos el perimetro de ¢(0).
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Dado que cada lado de ¢(0) es igual a uno, p(0) = 3. Para obtener p(1), debemos anadir
a p(0) el perfmetro del tridngulo sin sombrear de la Figura 6.4 b), cuyos lados miden 1.
Asi, tenemos p(1) = p(0) + 2. Para obtener p(2), anadimos a p(1) el perfmetro de los tres
tridngulos sin sombrear que se generan en t(2) correspondiente a la Figura 6.4 ¢), cada uno
de los cuales tiene perfmetro 2, es decir, p(2) = p(1) + 2.

Para calcular p(k + 1), anadimos a p(k) el perimetro de los tridngulos no sombreados
que se generan. Calculemos el niimero de tridngulos sin sombrer obtenidos y el perimetro de
cada uno de ellos. Sea s(n) la longitud de un lado de los nuevos tridngulos no sombreados
de la n-ésima iteracién. Como vemos en la Figura 6.4 b), s(1) = % También debemos notar
que cada uno de los nuevos triangulos no sombreados tiene lados cuya medida es un medio
de longitud del lado de los tridngulos no sombreados de la iteracién anterior, es decir,

s(k+1) = %s(k:).

©)
Figura 6.4: La Figura a) es el tridngulo original, la Figura b) es la primera iteracion, y la

Figura c) es la segunda iteracion. La Figura d) es el limite de las iteraciones, el Tridngulo
de Sierpinski.

La solucién del sistema dinamico es
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Dado que s(1) = (3)'c = 3 tenemos que ¢ = 1y s(k) = (3)*. Asi, el perfimetro de

cada nuevo tridngulo no sombreado afiadido en la k-ésima iteracion es 3s(k) = 3(3)*. El
nimero de triangulos no sombreados anadidos en cada iteracion es tres veces el nimero de
los anadidos en la iteracién previa. Luego, si N(k) es el nimero de nuevos tridngulos no
sombreados en la k-ésima iteracién, tenemos que N(k + 1) = 3N (k) tal que N (k) = 3*c.
De la iteracion ¢(1) de la Figura 6.4 b), tenemos N (1) = 3'¢, de donde ¢ = 3 y N(k) =

3k

5 351, Luego, el perfmetro de la (k + 1)-ésima iteracién estd dado por

plk+1) = plk)+ N(k+1)3s(k+1)

= p(k) +3"3 (%)H1

= p(k)+ <;>k g

Por Teorema 4.9 (Sandefur ), la solucién general del sistema dindmico es
3(3\k 3(3\k k
WA ()

p(k) = 1%c+ 51
Dado que p(0) = ¢+ 3 = 3, tenemos que ¢ = 0, y luego nuestro sistema estd dado por

p(k) =3 (g)k

Notemos que el perimetro de la k-ésima iteracion tiende a infinito mientras que el area
tiende a cero, a medida que k tiende a infinito. Asi, por ejemplo, si construimos la iteracion

nimero 50, tenemos
3\ F
50) = 3( =
p(50) (2)

= 3-637621500, 2
1912864500, 6 ,

N

c+

D=

3 50 \/g
= 0,000000245 ,

es decir, la parte sombreada tiene un area inferior a un millonésimo, mientras que el perime-
tro es casi dos millones.
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El tridngulo de Sierpinski de la Figura 6.4 d) es un ejemplo de fractal. Un fractal es
un objeto geométrico cuya estructura basica, fragmentada o irregular, se repite a diferentes
escalas. En el tridngulo de Sierpinski, cualquier parte de forma triangular es una réplica de
la figura entera, pero en menor escala.

Otro ejemplo de fractal es el llamado Copo de Nieve de Koch, el cual fue creado en
1904 por el matematico sueco Helge Von Koch, cuya construccion, al igual que el Triangulo
de Sierpinski, es recursiva.

Para su construccién, se comienza con un triangulo equilatero cuyos lados tengan
longitud 1. En el tercio central de cada lado debemos anadir un triangulo equilatero de
lado %, quitando el lado comin del nuevo tridngulo con el original, tal como se muestra en
la Figura 6.5 b). Para obtener la segunda iteracién construimos, en el tercio central de cada
lado, un triangulo equildtero y quitamos el lado comtn correspondiente como en la Figura
6.5 c).

VAN AN
L P —
V N
1) d)

Figura 6.5: La Figura a) es el tridngulo original, la Figura b) es la primera iteracién, y la
Figura c) es la segunda iteracién. La Figura d) es el limite de las iteraciones, El Copo de
Nieve de Koch.

Analicemos la situacion que ocurre en cada lado. En la primera iteracién de la cons-
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truccién partimos de un segmento de longitud 1, lo seccionamos en tres partes iguales y
sobre la parte central construimos un triangulo equildtero eliminando el tercio de la base,
obteniendo asi cuatro segmentos de longitud % del original, es decir con longitud %. En la
segunda iteracion repetimos el proceso con cada uno de los 4 segmentos resultantes de la
primera, y asi en sucesivas iteraciones. Su construccion la podemos ver en la Figura 6.6.

Iteracion 0

Iteracion 1

N/
J/\—/ \—/\— Iteracion 2

Iteracion 3

Figura 6.6: Iteraciones ocurridas en cada lado del triangulo.

A continuacion, calcularemos el perimetro y el drea del Copo de Nieve de Koch. Para
encontrar el perimetro de este fractal, debemos observar detenidamente las primeras trans-
formaciones. En cada iteracion, cada lado se divide en tres partes iguales, y por cada tercio
que quitamos se anaden dos segmentos con igual longitud del que hemos quitado, situacion
que podemos observar en la Figura 6.5 b) donde las lineas estdn punteadas. Luego, cada
segmento original es reemplazado por cuatro segmentos de longitud % Asi, el perimetro
satisface el sistema dindmico

1 4

p(k+1) = p(k) + gp(k‘) = gp(k),

donde p(k) es el perimetro de la k-ésima iteracién. Dado que p(0) = 3, la solucién particular

) p(k) =3 (g)k

Asi, por ejemplo en la iteracién 20, el perfmetro es p(20) = 3(3)% = 946,0105... Dado
que % > 1, es claro que si se eleva sucesivamente a una potencia entera k > 1, el resultado
ird tendiendo a infinito, es decir, el perimetro tiende a infinito cuando k — oo.

Ahora debemos calcular el drea, proceso un poco mas complejo, pues debera ser reali-
zado en varias etapas. Sea A(k) el drea total de la k-ésima iteracién. Es claro que el area
de la iteracién (k 4 1)-ésima es igual al drea de la k-ésima iteracién mds el drea de los
tridngulos anadidos en la (k+ 1)-ésima iteracién. Luego, si N (k) es el nimero de tridngulos
equildteros y a(k) el area de uno de los tridngulos anadidos en la k-ésima iteracion, entonces

Ak +1) = A(k) + N(k + Da(k + 1). (6.19)
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El drea del tridngulo original es a(0) = \/Tg' Dado que la longitud del lado de cada nuevo
tridngulo construido en la (k4 1)-ésima iteracion es % de la longitud del lado construido en
la k-ésima iteracion, tenemos que las areas de los tridngulos construidos en la (k+ 1)-ésima
iteracion, es decir

1
alk+1) = §a(k).
Por el Teorema 4.9 (Sandefur), para r =  y s = 0, tenemos que a(k) = ¢(3)*. Dado

que i =a(0) =,

a(k) = @ (é)k (6.20)

Sabemos que en cada iteracidn, se construye un triangulo en el tercio central de cada
lado de la iteraciéon anterior, y que cada lado es reemplazado por cuatro segmentos de
un tercio de longitud del lado extraido. Ademads, en cada iteracién se obtienen cuatro
segmentos por cada lado de la iteracién anterior. Luego, en cada iteracién habra cuatro
veces la cantidad de tridangulos construidos en la iteracién anterior.

Por lo tanto, N(k + 1) = 4N (k) cuya solucién (en virtud del Teorema 4.9 (Sandefur)
es N(k) = 4kc. En la primera iteracién se construyen tres tridngulos, es decir N(1) = 3.
Usando esta condicién inicial, tenemos que N(1) = 4¢ = 3, de donde ¢ = % y por tanto

3
N(k) = 14’“ =341 (6.21)

Sustituyendo las soluciones obtenidas en (6.20) y (6.21), en nuestro sistema dindmico
(6.19), tenemos

A(k+1) = 3. 4b3(L)kt 4 A(k)

= 3.4k3. L4 A(k) (6.22)
Y

= B +AW

Luego, por el Teorema 4.9 (Sandefur) tenemos que
b k
Alk) = rhet ——.

s—r

Ol
I
Sl
N

Asi, parar=1,s=3y b

)
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Usando como condicién inicial el hecho que \/Tg = A(0) =c— %3 se tiene

ﬁ+3\/§:8\/§:2¢§

4 20 20 )

y la solucién del sistema dindmico dado en (6.22) es

=281

2
> 20 \9 (6.23)

Dado que % < 1, es claro que si k tiende a infinito, entonces (%)k tiende a cero y

2V/3
- —.

Ak) = =

Asi, el Copo de Nieve de Koch es ejemplo de un fractal con area finita, pero con
perimetro infinito.

Para nuestra tdltima construccién, comenzaremos con un cuadrado de lado uno como
el de la Figura 6.7 a). Para obtener la primera iteracién, tracemos los segmentos que unen
los puntos medios de los lados del cuadrado, generando asi un cuadrado inscrito, tal como
lo muestra la Figura 6.7 b).

Luego, cada iteracion se obtiene uniendo los puntos medios de los lados del cuadrado
formado en la iteracién anterior. En la Figura 6.7 ¢) podemos ver la segunda iteracién.
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NS

c) d)

Figura 6.7: La Figura a) es el cuadrado original, la Figura b) es la primera iteracion.
Figura c) es la segunda iteracién. La Figura d) es el limite de las iteraciones con el espiral
destacado.

Sea s(k) la longitud del lado del k-ésimo cuadrado inscrito, donde s(0) = 1. Notemos
que el lado del (k + 1)-ésimo cuadrado inscrito es también la hipotenusa del tridngulo
rectangulo cuyos catetos son la mitad de los dos lados del k-ésimo cuadrado inscrito, es
decir, cda cateto tiene longitud @ Por el Teorema de Pitagoras

s = (SRY (1) 2

k
Luego, por el Teorema 4.9 (Sandefur [10]), s(k) = (—2> c. Dado que s(0) =1 = ¢,

2
tenemos que

Los triangulos rectangulos son formados por las esquinas de cada cuadrado. Conside-
remos la espiral destacada en la Figura 6.7 d) (escogido en sentido horario) formada por un
cateto de cada triangulo rectangulo de cada nivel. A continuacién, calcularemos la longitud
de dicha espiral.
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Sea [(k) la longitud de los primeros k segmentos de la espiral. Luego, {(1) = %, ya que
el primer cateto considerado tiene la mitad de longitud de un lado del cuadrado original.

Es evidente entonces que
I(k+1)=1(k)+ (la longitud del (k + 1)-ésimo cateto).

Pero, la longitud del (k4 1)-ésimo cateto mide la mitad del lado del k-ésimo cuadrado

inscrito. Luego

I(k+1) :l(k:)+@ :l(k;)+§ (—) : (6.24)

Por el Teorema 4.9 (Sandefur), parar =1, b = % y s = */75, tenemos que la solucion
general del sistema dindmico dado en (6.24) es

de donde, ¢ = 2+2ﬁ.

Asi
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k
Finalmente, dado que (ﬁ) tiende a cero cuando k tiende a infinito, tenemos

2
24+ /2
ltm (k) = 2 V2

k—o00 2 ’

(6.25)

valor que coincide con el perimetro de uno de los triangulos rectangulos méas grandes resul-
tantes de la primera iteracién.

6.4. Modelos en Clases de Edades

En esta seccién estudiaremos una clase de modelos que es posible formar en varias
variables. Estos estaran motivados por el estudio de la evolucién de una poblaciéon donde
se hace distincién en las edades de los individuos. El estado del sistema al instante k serd
un vector x; de dimensiéon A > 2 donde A representa la cantidad de anos a la cual llega la
poblacién en estudio. De esta forma,

donde Np(k) representa la cantidad de individuos en el ano k que tienen entre 0 y un ano.
En general, N,(k) representa la cantidad de individuos en el afio k entre a — 1 y a anos.
Notemos que hasta ahora se estd suponiendo implicitamente que no hay individuos mayor
a una edad A. Esto es posible de corregir al decir que N4(k) representa el nimero de
individuos en el ano k£ de una edad mayor a A — 1.

Intentemos establecer una relacién que nos indique como evoluciona el vector de edades
xy. En general se supone que los individuos en el ano anterior (en k) tenfan un afno menos,
es decir, una proporcién de N,_1(k).

El por qué no se dice simplemente N,(k + 1) = N,_1(k) es debido a que dependiendo
de la edad, la especie puede morir por causas naturales propios a su naturaleza o al entorno
en el que se encuentra. Por ejemplo, si estamos pensando en peces, a edades pequenas es
mas probable que los individuos sean comidos por otros peces y a edades grandes es mas
probable que mueran por causa natural. De esta forma, para las edadesa = 2,3,4,..., A—1
diremos que la cantidad de individuos al instante k+1 sera una porcion «, de los individuos
que el ano anterior tenia un ano menos. Por lo tanto,

No(k+1) =agN,1(k),a=2,3,...,A— 1.
Si suponemos que la especie no vive mas alld de A anos, entonces se tendra

NA(/{ + 1) = OéNA,l(k).
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Sin embargo, si consideramos N4 (k) la cantidad de individuos que tienen edad mayor
a A —1 se tiene
NA<k + 1) = CYANA_l(]{?) + ’YNA(k?),

puesto que debemos agregar una porcién de aquellos que el ano anterior ya tenia edad
mayor a A — 1 y por lo tanto en el ano k + 1 tendran méas de A anos, siendo v > 0 la
fraccion de individuos de edad mayor a A — 1 que sobrevive de un ano a otro. en lo que
sigue supondremos que la especie no vive mas alla de A afios para simplificar el estudio
(y=0).

Falta ver cuantos seran los individuos entre 0 y 1 ano en el ano k+1. Esta es considerada
la parte mas delicada en biologia. De hecho, en el caso de algunas especies marinas, no existe
un conocimiento (estimacién) de, dado un vector de edades, cudntos serdn los individuos
nacidos durante el ano. Claramente este factor es de vital importancia para el anélisis
puesto que la evolucion del sistema estarda dada por la capacidad de reproduccién que
tenga la especie.

A modo de simplificaciéon consideraremos solo dos casos, que incluso a pesar de su
simplicidad es posible encontrar en modelos actualmente utilizados. El primero es suponer
que siempre existe una cantidad constante de individuos de edad entre 0 y 1, es decir,
Ni(k) = R > 0 en cada ano k. El otro caso, es suponer que cada individuo de edad a aporta
una cantidad [, de huevos fértiles (en el caso de peces), crias (en el caso de mamiferos) o
semillas (si se trata de una especie vegetal), que dardn origen a un nacimiento (suponiendo
que nadie se los come antes de que nazcan). De esta forma,

Ni(k+1) = BiNi(k) + BoNo(k) + ... 4+ BaNa(k).

Los factores 5, dependen de cada especie en particular. En el caso del ser humano,
sabemos que en los primeros anos no se es fértil, es decir 3, = 0 para a pequeno ocurriendo
también esto, para los ultimos anos de vida. En la naturaleza es posible encontrar especies
en que (1 > 0 lo que significa que individuos de entre 0 y 1 ano aportan una cantidad de
nuevos individuos al ano siguiente.

Escribamos la evolucién del vector de edades para los casos en que la cantidad de naci-
mientos es constante y para aquella en que esta es una proporcion de todos los individuos.
En el caso de nacimientos (también llamada reclutamiento) constante igual a R se tiene
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que
Ni(k+1) R
NQ(k’ + 1) OéQNl(k')
Thy1 = N3(k + 1) = OégNQ(k?)
NA(kZ+1) OéANA_l(l{Z)
0O 0 0
(0] 0 0
0O 0 O
Si definimos la matriz
0O 0 O
(67) 0 0
B = 0 053 O
0O 0 O
y
R
0
b=1 0
0
el sistema se escribe como
Tl = BZL‘k + b.

o O O O

oA

o O O O

Qg

o O O O O

oo O oo

68
Ny (k) R
No(k) 0
Ns(k) [+1] 0
v ) Lo
(6.26)

Veamos el caso en que la cantidad de nacimientos no es constante, y viene dada por

Ni(k+1) = BiN1(k) + BoNa(k) + ... 4 BaNa(k).
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En esta situaciéon la evolucién del vector de edades estara dado por

Ni(k+1) BiNi(k) + B2Na(k) + ... + BaNa(k
Ny(k +1) ale(k)
Tht1 = Ng(k + 1) — OégNQ(k‘)
NA(k; +1) OzAN/;,l(k;
Br B2 B3 Ba-1 Ba Ny (k)
| 0 a3 0 0 0 N3 (k)
T el 0 :
0 0 0 -+ a4 O Na(k)

Si definimos

v Pa Pz o+ Baa Pa

a 0 0 --- 0 0

B = 0 az 0 -+ ay O :
L 0 0
0 0 0 -+ ay O

se tiene que el sistema es lineal y se escribe
Ti1 = By,

La matriz escrita anteriormente es conocida como matriz de Leslie (o modelo de Leslie)
en honor al investigador P.H. Leslie (1900-1974) quien en 1945 publicara sobre las aplica-
ciones de matrices en el estudio de poblaciones.

Notemos que dada una distribucion de edades inicial g, al igual que en una dimensién
es posible probar (utilizando induccién) que la estructura de edades en el periodo k estara

dado por z, = Ekm, donde las potencias de la matriz B pueden ser calculadas utilizando
la descomposicién de Jordan.

Veamos ahora un ejemplo en que una especie no vive mds alld de tres afios.? Si la
porcion de ejemplares que sobrevive de un ano a otro es la mitad y para el nacimiento
de individuos sélo aportan aquellos que tienen entre uno y dos anos, siendo el aporte de
estos la mitad, es decir, entre dos individuos se da origen a un nacimiento. Traduciendo lo
anterior para escribir el modelo se tiene que a, = %, az = %, 1 =03=0y By = % El
modelo se escribe entonces como

Ni(k+1) TNy (k) 010 Ny (k)
= | Mo(k+1) | = IVik) |=| 3 00 No(k)
Ns(k+1) TIN5 (k) 0 30 N(k)

2Para cierta clase de Anchoveta esta es la edad que se considera
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Es posible mostrar que los valores propios de la matriz

0 % 0
B=|3 00
1
0 5 0
son Ay = 0, Ay = —% Vv A3 = % Todos estos tienen valor absoluto menor que uno y por

lo tanto, gracias al Teorema 3.1, para una condicién inicial zg, la trayectoria que estara
dada por z, = Ek:co convergerd a * = (0,0,0), es decir, si las condiciones mencionadas
anteriormente (las referidas a natalidad y sobrevivencia) son las que rigen la evolucién de
la especie, esta se extinguira.

Finalmente, veamos un resultado referente a la estabilizacién en un modelo de clases
de edades. Para ello, debemos introducir una propiedad, que involucra los valores propios
de una matriz.

Proposicién 6.1. Si los valores propios \i, Ao, . .., A, de una matriz cuadrada B (denxn)
satisfacen
IA1] > A2 > ... > [\

y A1 es real, entonces para todo vector x € R™ existe un vector (propio asociado a A1) T tal

que

_k _
Bx—7.

Bx —
y )\’f
Introduzcamos un ejemplo donde al modelo (matriz) resultante se le pueda aplicar e

interpretar el resultado anterior.

Consideremos una poblacién que no vive mas de tres anos en la cual, los individuos
que sobreviven luego del primer ano es la mitad y los que sobreviven, luego del segundo
ano, es un cuarto. Los efectivos fértiles de esta poblacién seran aquellas de dos y tres afnos
aportando cuatro y tres individuos cada uno respectivamente. La matriz de Leslie asociada

a la poblacion descrita corresponde a

- 0 4 3
B={(3 00 (6.27)
0 }l 0
El valor propio de mayor moédulo de esta matriz es A = %, con un vector propio
1 18 0,72
o 6 =1 0,24 |. (6.28)
1 0,04

Aplicando la Proposicién 6.1 encontramos que este modelo predice que la poblacion
tendera a distribuirse por edades en las proporciones dadas por (6.28), y que el nimero total
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de individuos fértiles crecera en una forma muy aproximada a una progresiéon geométrica
con razon %

Asi, para una matriz de Leslie con un valor propio dominante (que sastisface las pro-
piedades de la Proposicion 6.1) el modelo de poblacién propuesto por Leslie predice que

» La distribucién por edades tiende a estabilizarse.

= Asintéticamente, la poblacién crece o decrece en proporcién geométrica, con una tasa
igual al valor propio dominante.

Comentario Final:

El primer objetivo del modelamiento matematico es descubrir fenémenos importantes
y evidentes del problema en estudio. El modelo debera ser simple, arriesgando en ocasiones
la pérdida de realismo. Lo importante es que aporte en alguna medida una vision cuali-
tativa y/o cuantitativa del fenémeno que se desea representar. Esta es la simplicidad que
nosotros abordamos con nuestros ejemplos, dejando de lado una representacién mas precisa
y detallada de la realidad.
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