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Resumen

En este trabajo, desarrollamos el andlisis de error a priori y a posteriori de un
método de elementos finitos mixtos para una formulacion pseudoesfuerzo-velocidad
del problema de Stokes con densidad variable p en R%, d € {2,3}. Dado que la
formulacién variacional resultante no tiene la estructura dual-mixta estandard, re-
formulamos el problema continuo como un problema de punto fijo equivalente. De
esta forma, aplicamos la teoria de Babuska-Brezzi clasica para probar que el ope-
rador asociado T estd bien definido, y asumiendo que ”%“Loo(g) es suficientemente
pequeno, mostramos que T es una contracciéon, lo cual implica que la formulacion
variacional estd bien puesta. Bajo hipétesis similares sobre p, probamos estabilidad
del problema continuo. Luego, adaptando los argumentos del andlisis continuo al ca-
so discreto, establecemos hipotesis adecuadas sobre subespacios de elementos finitos
genéricos para asegurar existencia y unicidad del esquema de Galerkin asociado. Una
eleccién particular de espacios de elementos finitos que satisfacen dichas hipdtesis es
dada por los elementos de Raviart-Thomas de orden k > 0 para el pseudoesfuerzo
y polinomios de grado k para la velocidad. A su vez, proponemos un estimador de
error residual, confiable y eficiente, para nuestro método. La demostracion de con-
fiabilidad hace uso de la condicién inf-sup global, descomposicién de Helmholtz, y
propiedades de aproximacién local de los operadores de interpolacion de Clément y
Raviart-Thomas. Por otro lado, desigualdades inversa, técnicas de localizacion basa-

das en funciones sobre tridngulos y lados, propiedades de aproximacién del proyector
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ortogonal sobre funciones polinomiales a trozos, y resultados de trabajos previos, son
las herramientas principales para probar la eficiencia del estimador. Para finalizar,
proporcionamos resultados numéricos que ilustran el buen desempeno del método de
elementos finitos mixto propuesto, confirmando las propiedades tedricas del estima-

dor a posteriori, y mostrando el comportamiento del algoritmo adaptativo asociado.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado del arte

La simulacién numérica de problemas de flujo de fluidos incompresibles, modelado
por las ecuaciones de Stokes, ha sido ampliamente estudiado durante las ultimas
décadas. Distintas formulaciones (velocidad-presién, vorticidad-velocidad-presién y
pseudoesfuerzo-velocidad) y diferentes métodos numéricos (métodos conformes y no
conformes) han sido introducidos y analizados, todos ellos con diferentes ventajas
y desventajas. En particular, el estudio de métodos numéricos para formulaciones
basadas en el tensor de esfuerzo y el pseudoesfuerzo, para el problema de Stokes, se
ha convertido en un area de investigaciéon muy activa durante las ultimas decadas
(ver por ejemplo [7], [9], [8], [15], [16], [22], [25], [19], [24]), lo anterior se debe a
que de esta forma es posible aproximar el tensor de esfuerzo o pseudoesfuerzo de
manera directa (ademés de la aproximacién de la velocidad y/o presién). Este tipo
de formulaciones han sido también extendidas al caso de flujos cuasi-Newtonianos
y problemas multifisicos tales como el problema acoplado de Stokes-Darcy (ver por
ejemplo [17], [23] y [20]).

Ahora, concerniente al problema de flujo de fluidos estudiado en esta tesis, el



1.1. Estado del arte

primer trabajo en estudiar métodos de elementos finitos conformes para el problema
de Stokes con densidad variable es [5], donde los autores proponen y analizan dos
formulaciones variacionales para resolver el problema de flujo de fluidos. La primera
es una formulacién velocidad-presion la cual produce una formulacién tipo punto
silla no simétrico, mientras que la segunda es una formulacién momento-presion, la
cual genera una formulacién estandar de punto-silla. Para analizar si la formula-
cion velocidad-presiéon estd bien-puesta, utilizan una generalizacion de la teoria de
Babuska-Brezzi introducida en [28] (ver también [4]) mientras que la teorfa clési-
ca de Babuska-Brezzi es aplicada para probar que la formulacion momento-presién
esta bien puesta. Es importante observar que, en ambos casos, la existencia y unici-
dad de solucién de los problemas continuo y discreto son obtenidas asumiendo que

Zpe no es muy grande.

En esta tesis, desarrollamos los andlisis a priori y a posteriori de una formula-
cion tipo pseudoesfuerzo-velocidad para el problema de Stokes con densidad variable
estudiado en [5]. Debido a que la formulacién resultante no tiene la estructura dual-
mixta estandar, reformulamos el problema continuo como un problema equivalente
de punto fijo. Entonces, aplicamos la teoria clasica de Babuska-Brezzi para probar
que el operador asociado T esta bien definido, y asumiendo que H%EHLOO(Q) es sufi-
cientemente pequeno, mostramos que T es una contraccién, lo cual implica que la
formulacion variacional estd bien puesta. Observamos que este supuesto es consisten-
te con lo propuesto en [5]. Luego, adaptamos la teoria desarrollada para el problema
continuo al caso discreto, y derivamos condiciones suficientes sobre los subespacios de
elementos finitos, los cuales aseguran que el esquema de Galerkin asociado estd bien

puesto.

Por otro lado, se sabe que para garantizar una convergencia 6ptima de las so-
luciones de elementos finitos, especialmente en casos en los que hay singularidades,

por lo general se necesita aplicar un algoritmo adaptativo basado en un estimador
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de error a posteriori. Dicho estimador es denotado por el término global ©, el cual es
expresados en términos del indicador local ©1 definido en cada tridngulo T de una
triangulacién Ty. El estimador © se dice eficiente (resp. confiable) si existe Cog > 0

(resp. Cyel > 0), independiente de h, tal que
Cet©® + hoo.t. < |lerror|| < Cq© + heo.t.,

donde h.o.t. es una expresiéon genérica que denota uno o varios términos de alto

orden.

En particular en este trabajo introducimos un estimador de error a posteriori
confiable y eficiente, de tipo residual, para nuestro esquema mixto, utilizando un

espacio de elementos finitos particular.
De aqui en adelante, esta tesis se organiza acorde a la siguiente estructura:

En la Seccién 1.2 del Capitulo 1, introducimos las definiciones y notaciones uti-

lizadas a lo largo de esta tesis.

En el Capitulo 2 introducimos y analizamos un método de elementos finitos mixto
para el problema de Stokes con densidad variable. En la Secciéon 2.1 introducimos
el problema modelo y derivamos la formulaciéon variacional mixta. En la Seccién
2.2 analizamos existencia, unicidad y estabilidad de solucion del problema continuo.
Para la existencia y unicidad de solucién introducimos un problema de punto fijo
equivalente y probamos que éste tiene una tnica solucién, asumiendo que || % l|lLee ()
es suficientemente pequeno. Bajo supuestos similares probamos que la solucion es
estable. Luego, en la Seccion 2.3 definimos el esquema de Galerkin y derivamos
hipétesis generales sobre los espacios de elementos finitos, para asegurar que, por un
lado, el esquema discreto estd bien puesto, y por otro lado, satisface una estimacién
de Cea. La eleccién de subespacios de elementos finitos especificos que satisfacen

estos supuestos son introducidos en la Seccion 2.5. Finalmente,en la Seccién 2.6
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proporcionamos un ejemplo numérico, el cual ilustra el buen desempeno del método.

En el Capitulo 3, introducimos y analizamos un estimador de error a posterio-
ri residual para nuestro esquema. En la Seccién 3.1 fijamos notaciones y algunos
resultados previos. En la Seccion 3.2 empleamos la condicién inf-sup global, des-
composicion de Helmholtz, las propiedades de aproximacion local de los operadores
de Clément y Raviart-Thomas, y asumimos que || % |lo.o es suficientemente pequetio,
para derivar un estimador de error a posteriori confiable. Por otro lado, en la Seccién
3.3 aplicamos desigualdades inversas, técnicas de localizacién basadas en funciones
sobre triangulos y lados, y propiedades de aproximacién del proyector ortogonal sobre
funciones polinomiales a trozos, para probar la eficiencia del estimador. Finalmente,
algunos resultados numéricos que ilustran el desempeno del método de elementos
finitos mixtos, que confirman la confiabilidad y eficiencia del estimador a posterio-
ri, y que muestran el buen comportamiento del algoritmo adaptativo asociado, son

proporcionados en la Seccion 3.4.

Finalmente, en el Capitulo 4 se presentan las conclusiones de esta tesis y posibles

trabajos a futuro.

1.2. Definiciones y notaciones

Dado un campo vectorial v := (v1, ..., v4)", y un campo tensorial 7 := (7;); j=1. 4,

con d = 2,3, definimos los operadores:

ov; . .
Vv = <3;jj> , ydivr = (dlv(Til,--~aTid))>

donde div es el operador divergencia usual actuando sobre un campo vectorial.

Ahora, sea O un dominio en R?, con frontera Lipschitz I'. Parar > 0y p € [1, o0l

denotamos por L(O) y WP (O) los espacios de Lebesgue y Sobolev usuales, dotados

4
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con las normas || - [[zr(0) ¥ || - [[wr»(0), respectivamente.

Notar que W(Q) = LP(O). Si p = 2, escribimos H"(O) en lugar de W™?(0), y

denotamos las respectivas normas por || - |00 ¥ || - ||,0. Definimos ademés

H'(0) == [H"(O)' y H(0):= [H(0)]™.
También, haremos uso del espacio de Hilbert
H(div;0) := {w € L*(0) : div w € L*(O)},

el cual es estdndar en el campo de los problemas mixtos (ver por ejemplo [6] o [26]).

Dotamos este espacio con la norma
W&o = wlgo + lldiv w3 o-

El espacio de las funciones matriciales, cuyas filas pertenecen a H(div ; O), serd deno-
tado por H(div; O), y dotado con la norma || - ||aiv,0, €l cudl puede ser caracterizado

CcOo1mo

H(div; 0) := {1 € L*(O) : ¢'T € H(div; 0), Vc € R}

Observar que si T € H(div; O), entonces div 7 € L*(O).

Luego, por simplicidad, también utilizaremos las notaciones:

(w,v)q = /qu, (u,v)q = /QU'V, (o,7)a = /QUIT,

d d
donde o : 7 = tr(o'r) = Z 0ijTij, con 7' = (151) y tr1m = Zm, para algun

ij=1 i=1
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tensor o = (0;;) y T = (7). Ademads, denotaremos por

1
D
=7 — —t I
T L r(7)
al desviador del tensor 7, donde I es la matriz identidad en R%*¢. No es dificil ver

que

1
oo~ gltrTlie, v lrTle < V|| 7llog- (1.2.1)

IT°ll60 = Il

Ademads, dado un entero no negativo k, denotamos por P () el espacio de polinomios
definidos en O, de grado < k

Ademas, es claro que:
H(div; Q) = Hy(div; O) & Py(O)1, (1.2.2)

donde
Hy(div; O) = {7‘ € H(div;0) : / trt =0 } (1.2.3)
o

Mas precisamente, cada 7 € H(div; O) puede ser descompuesto inicamente como:
. 1
T=170+cl, con 19 € Hy(div;O) y ¢ := m trm € R, (1.2.4)
o

Esta descomposicién sera utilizada mas adelante, para analizar la formulacién débil
de nuestro problema.

Concluimos esta seccion mencionando que, a lo largo de esta tesis, frecuentemen-
te utilizaremos la notacién C' y ¢, con o sin subindices, barras, tildes o sombreros,
para denotar constantes positivas genéricas, independientes del parametro de discre-

tizacion.




Capitulo 2

Analisis a priori de un MEF-mixto
para el problema de Stokes con
densidad variable en formulacion

pseudoesfuerzo-velocidad

2.1. Problema continuo

En esta seccién introducimos y analizamos una formulacion débil dual-mixta
para el problema de Stokes con densidad variable analizada en [5]. En particular,
discutimos existencia, unicidad y estabilidad de solucién. Comenzamos introduciendo

el problema modelo.



2.1. Problema continuo

2.1.1. Problema Modelo

En esta tesis consideraremos un fluido viscoso que ocupa un dominio poligonal o

poliedral © en R?, d = 2,3, con frontera I' = 952, gobernado por las ecuaciones:

o =v(pVu) —pl en —dive = f en
(2.1.1)
div(pu) = 0 en €, u=0 sobre T, (p,1)g = 0.

Las incognitas del sistema son el tensor de pseudoesfuerzo o, la velocidad del fluido
u y la presion p. A su vez, los datos corresponden a fuerzas externas por unidad de
masa dadas por f € L%(Q), la viscosidad del fluido v > 0, la cual se asume que es

constante, y la funcién de densidad p € H'(Q) N W1>°(Q), que satisface:

% eL™®() y 0<py<p(x)<p, ct.p.en (2.1.2)

donde py v p1 son constantes positivas.
El modelo en (2.1.1), el cuél es derivado de las ecuaciénes de Navier-Stokes com-
pletamente estable para fluidos viscosos, estan bien justificadas si asumimos los si-

guientes supuestos (justificaciones sobre el modelo pueden ser encontradas en [12]):

i) Se considera solo el caso laminar y el término difusivo de segundo orden en el

tensor de tensiones viscoso no es considerado.

ii) El nimero de Mach es suficientemente pequeno, lo cual implica que el acopla-

miento entre la presion y la temperatura puede ser no considerada.

En particular, ii) implica que la ley de estado puede ser elegida como una simple ecua-
cién que vincula la densidad y la temperatura, donde la temperatura es aproximada
por una de referencia.

Por otro lado, para reescribir las ecuaciones (2.1.1), como una formulacién tipo

8



2.1. Problema continuo

pseudoesfuerzo-velocidad, primero observamos que la identidad div (pu) = 0 en €
implica

pdivu=—-u-Vp en Q. (2.1.3)

Entonces, observando que tro = vpdivu — dp, la ecuacién (2.1.3) implica que la

presién puede ser escrita en términos del pseudoesfuerzo y la velocidad, esto es:
1
p= —E(Vu-Vp+tra) en (. (2.1.4)

De este modo, eliminamos la presién de (2.1.1) y obtenemos el siguiente sistema

equivalente de ecuaciones:

-1
V—O'D :Vu—f—l(u-@)l en (), —dive = f en (),

P d P (2.1.5)

u=0 sobre T, (tro,1)g = —v(u-Vp,1)q.

2.1.2. Formulacion Variacional Dual-Mixta

A continuacion, introducimos la formulaciéon variacional del problema modelo
(2.1.5). Para ello, multiplicamos las ecuaciones (2.1.5) por funciones test adecuadas,
integramos por partes y utilizamos la condicion de frontera Dirichlet homogénea para

obtener el problema variacional:
Hallar (o, u) € H(div; Q) x L*(Q2) tal que (tro + vu-Vp,1), =0,y

1 1
v aP, )+ (divrwa = S L trr)a = 0,
(2.1.6)

(dive,v)qg = —(f,v)q,

para todo (7,v) € H(div; Q) x L*(Q).
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Definamos ahora el tensor

v

. 1)l 2.1.

o). =0+
Es claro que

oo € Hy(div;Q2) siysélosi (tre + vu-Vp, 1), =0. (2.1.8)

De este modo, gracias a (1.2.4) y (2.1.7), el problema (2.1.6) puede ser reformulado

equivalentemente como: Hallar (o, u) € Hy(div; Q) x L*(Q) tal que

1 1
7 C R )+ (div,wa — S(u L o = 0,
P P (2.1.9)
(diveg,v)g = —(f,v)q,

para todo (7,v) € Hy(div; Q) x L%(Q).

El siguiente lema establece la equivalencia de los problemas (2.1.6) y (2.1.9).

Lema 2.1.1. Si (o,u) es solucion de (2.1.6), entonces (og,u) = (o + ﬁ(u~
Vo, 1)al,u) es solucion de (2.1.9). Inversamente, si (oo, u) es solucion de (2.1.9),

entonces (o, 1) := (o0 — g (u- Vp,1)ol,u) es solucion de (2.1.6).

Demostracion. La primera afirmacion es evidente. Por otro lado, multiplicando la

primera ecuacién de (2.1.9) por 7 = (p — %)I € Hy(div; ), se sigue que (u -
%, 1)q = 0, lo cual implica la segunda afirmacién. m

De acuerdo al resultado anterior, en lo que sigue nos centramos en analizar el

problema (2.1.9).

10
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2.2. Analisis del problema continuo

En esta seccion analizamos existencia, unicidad, y estabilidad del problema (2.1.9).
Para ello, comenzamos escribiendo nuestro problema en la configuracién variacional
clasica y establecemos las propiedades principales de las formas bilineales involucra-

das.

2.2.1. Formulacion Variacional

En primer lugar, definamos los espacios H := H(div;{2), Hy := Hy(div; ),
Q := L?(Q) y la norma producto

17 ¥)lxq = (17 1Evo + 15,0012

Entonces, definiendo las formas bilineales a(-,-) : HxH — R, b(-,-) : HxQ — R
yc(+,) : HxQ— R, como

1 1
a(o, T) i=v (=ay, T ), b(T,v) = (divr,v)q, c(T,V):= E(V . E,tr‘r)g,
p p
(2.2.1)
la formulacién variacional (2.1.9) se lee: Hallar (g, u) € Hy x Q tal que
a(oo,7) +b(T,u) — ¢(T,u) = 0,
(2.2.2)

b(og,v) = —(f,v)q,

para todo (7,v) € Hy x Q.

Es claro que el supuesto (2.1.2), la desigualdad de Holder y (1.2.1) implican la

11



2.2. Anélisis del problema continuo

continuidad de estas formas bilineales:

1
|a(0',7')| S V_”UHdiv,QHTHdiV,Qa o, TEC H)
0

b, V)l < [ITllaiv.ellvioe; TeH, veqQ, (2.2.3)

|7]laiv.ellV]oo, T€H, veQ.
L (Q)

1 ||Vp
c(r,v)|] £ —|—
o7 v)] \/EZH p

Ademés, es bien sabido que la forma bilineal b satisface la condicién inf-sup (ver, por

ejemplo [6]):
b(T,v
S ( ) )

T€H\0 ||T||div,ﬂ

> Blvlloe  VveQ. (2.2.4)

Finalmente, se tiene la siguiente desigualdad (ver por ejemplo, Lema 3.1 en [3] o

Capitulo IV en [6]):
CallTlon < 17050 + Idivr |5 V7 € Hy, (2.2.5)

con (', una constante positiva que depende solo de 2. Esta desigualdad, y el supuesto

(2.1.2) implican la elipticidad de a sobre el subespacio
Ko:={r€Hy : divr=0 en Q},

esto es

a

Cu 2
; v Ko. 2.2.6
e YT € Ko (226

a(t,T) >

2.2.2. Estabilidad

A continuacién, establecemos la estabilidad de (2.2.2).

12



2.2. Anélisis del problema continuo

Lema 2.2.1. Sea (o¢,u) € Hy x Q una solucion para (2.2.2). Asuma que

(2.2.7)

con

Entonces, existen constantes positivas Cy, y Cy, que dependen solo de las constantes

de estabilidad en (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5), tal que

loollaive < Coq lIfloe v lulloe < Cullfflog- (2.2.8)

(Ezpresiones explicitas para Cy, y Cy pueden ser encontradas en (2.2.13) y (2.2.14) ).

Demostracion. Sea (o, u) € Hy x Q una solucién de (2.2.2). En primer lugar, ob-
servamos que de la segunda ecuacién de (2.2.2), es facil concluir que divey = —f, lo
cual implica

||diV0'0||07Q = ||f||07Q (229)

Ahora, de la condicién inf-sup en (2.2.4), la primera ecuacién de (2.2.2), desigual-
dad de Holder, la desigualdad en (1.2.1), y la continuidad de la forma bilineal a y ¢

en (2.2.3), observamos que

1 b(T,u 1 —a(og, T) +c(T,u
lulloe <= sup M = — sup (00, 7) + ¢ )’
B TEHH\0 ||T||div,Q B TEMHH\0 ||T||div,Q
(2.2.10)
< —ovlavat (2|l
S ——0olldive T~ || ujjo,0-
vpol3 BVl P L)
Entonces, gracias al supuesto (2.2.7), obtenemos
2
[ullo,0 £ ——=llo0llaiv.o- (2.2.11)

vpof3
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2.2. Anélisis del problema continuo

Por otro lado, de la primera ecuacién de (2.2.2) con 7 = o, se tiene
a(@0, 76) = —b(ao, 1) + (oo, w) = (£, ) + c{org, w),
lo cual junto al supuesto (2.1.2), la continuidad de ¢ en (2.2.3), y la desigualdad de
Holder, implican

Vp

p

vpy
log 150 < verlullogllfloa + —=lulloo

Vd ool aiv.0- (2.2.12)

L= (0)

Por lo tanto, anadiendo (1 4 C,)||dive||§, en ambos lados de (2.2.12), y usando
(2.2.5), (2.2.9) y (2.2.11), obtenemos

Vo

1 ||Vp
oolldive < ullo.0 f09+—H—
H OHd ,Q C(z H “ ) H H ) \/a 0

HO'OHdiv,Q)
Leo($2)

(1+C,)
THUOHdiv,Q“fHO,Qa

2p1 1+ Ca> 2p1 H Vp 2
+ oollaivellfllog+ —=———=1— lloollgiv.a-
(s + ) Nrollaltlon + oz |5 o Tl
De este modo, del supuesto (2.2.7) se sigue que
2P1 1 + Ca
iv,0 < 2 + f , 2.2.13
Joulaw <2 (g + g ") £l 2:213)
lo cual junto a (2.2.11) implican
4 2p1 1 —f- Oa
< + flloq, 2.2.14
Il < o (o 225 o 2214
lo que completa la demostracion. O
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2.2. Anélisis del problema continuo

2.2.3. Existencia y unicidad de solucién

Como se menciond anteriormente, para probar existencia y unicidad de solucion,

utilizaremos un argumento de punto fijo. Para esto introducimos el operador lineal:

T:(&z) € HyxQ — (o9,u) € Hy x Q,

donde (o, u) es la solucién del siguiente problema: Hallar (ag,u) € Hy x Q tal que

a(og, )+ b(T,u) = c(T,2),
(2.2.15)

b(O'(), V) = —(f, V)Q,

para todo (7,v) € Hyx Q. De las propiedades de estabilidad de las formas bilineales
ay b (Ver Seccién 2.2.1), no es dificil ver que el problema (2.2.15) es tnicamente

soluble, y por lo tanto el operador T esta bien definido (ver Teorema 2.1 en [24]).

El siguiente lema establece que T es una contracciéon y por lo tanto, de acuerdo

al Teorema clasico del punto fijo de Banach, tiene un tnico punto fijo en Hy x Q.

Lema 2.2.2. Asuma que

o A <1, (2.2.16)
Lo (2)
con
1 01 ) p1v
Cri=—— |1+ + . 2.2.17
' 6\/8 ( C1ap0 Ca\/a ( )

Entonces, T es una contraccion en Hy x Q.

Demostracion. Sean (o1,u1), (02,u2), (£1,21), (&5,22) en Hy x Q, tal que

T(€1’Z1> = (Glﬁul) y T(&Qaz2> = (0'27112)-

15



2.2. Anélisis del problema continuo

De la definicién de T en (2.2.15), se sigue que

a(oy — o9, T) + (T, 01 —w2) = (7,21 — 72),
(2.2.18)
b(oy — oy, v) = 0,
para todo (7,v) en Hy x Q, lo cual implica
div(oy — o3) =0, (2.2.19)
y
(1,(0'1—0'2,0'1—0'2):C(G'l—O'Q,Zl—ZQ). (2220)

Entonces, de (2.2.19), (2.2.20), la elipticidad de a sobre Ky en (2.2.6), y la continuidad

de ¢ en (2.2.3), se tiene

121 — Z2j0,0- (2.2.21)

|9
P llLe=()

o1 — o2llaiva < m

Ahora, de (2.2.3), (2.2.4), y la primera ecuacién de (2.2.18), obtenemos

’b(Tv u; — u2)|

1
||111—112||07Q < — sup

T Bremno  |Tlaive
1 _ _ _
. |c(T, 21 — 23) — (o 02,7-)|’
B reHo\o 7 llaiv.0
1 Vp 1
S —= = ||Z1 —Z2||0,Q+—HO'1 _0'2||div,97
BvVd H P Ao (o) vpol

lo cual junto a (2.2.21) implican

121 — Z2|o,0- (2.2.22)
Leo(Q)

u; —u < —(1+ —
= wlon < == (14 2 ) |
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2.2. Anélisis del problema continuo

De esta forma, de (2.2.21) y (2.2.22), se tiene

IT(&1,21) — T(&2, 22) luxq < [|o1 — o2flaive + w1 — uzflo.0,

vV
<P z1 — 2s][o.0,
Loo ()

IA

Cr

Vp
- H(€1 —52721 —Zz)HHxQ-
Lo ()

IN

&

Por lo tanto, conforme al supuesto (2.2.16), obtenemos que T es una contraccion, lo

cual concluye la demostracion. O

Ahora establecemos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.2.1. Asuma que

1
Cwep Az < 5 (2.2.23)
L) 2
con
1 01 ) p1V
Cwp:=——=[(14+2 + . 2.2.24
T BV ( Com) TV (22.24)

Entonces, existe un inico (og,u) € Hy x Q solucion de (2.2.2). Ademds, la solucion

es estable esto es, satisface las desigualdades (2.2.8).

Demostracion. Es claro que (og,u) € Hy x Q es la unica solucién del problema
(2.2.2) si y sélo si, es el unico punto fijo del operador T. Entonces, notando que
Cr < Cwp, del Lema 2.2.2 y el teorema clédsico del punto fijo de Banach, se sigue

que T tiene un unico punto fijo en Hy x Q, lo cual implica la primera afirmacién.

Por otro lado, dado que Cy, < Cyp, la estabilidad de (o, u) sigue del Lema
2.2.1. n
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2.3. El esquema de elementos finitos mixtos

2.3. El esquema de elementos finitos mixtos

En esta seccién introducimos el esquema de Galerkin para el problema (2.2.2) y
bajo supuestos adecuados sobre los espacios discretos, analizamos existencia, unici-
dad y estabilidad de su solucion. Posteriormente, en Seccién 2.5 mostramos ejemplos

especificos de subespacios que satisfacen las hipdtesis requeridas.

2.3.1. Preliminares

Comenzamos seleccionando los siguientes espacios discretos arbitrarios:
H,; C H(div; ), Qn C L*(Q). (2.3.1)
Entonces, definimos los subespacios

Hy, = {7 €H(div;Q) : ¢'r € H, VceR},

th = Hh N H()(dlv, Q), (232)

De esta forma, el esquema de Galerkin para (2.2.2) se reduce a: Hallar (o, 0,us) €

Hyo x Qp tal que

a(ono, Th) + b(Th,up) — c(Th,up) = 0,
(2.3.3)
b(O'h,(), Vh) = —(f, Vh)Qa

para todo (7, vy) € Hp o X Qp.

En lo que sigue, establecemos hipotesis generales sobre los subespacios de ele-
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2.3. El esquema de elementos finitos mixtos

mentos finitos (2.3.2), necesarias para probar a continuacién que el problema (2.3.3)
estd bien puesto. Comenzamos observando que para dar sentido al espacio discreto
Hj,0, necesitamos ser capaces de eliminar de Hj, multiplos de la matriz identidad.

Esto se satisface si asumimos que:
(H.0) [Py(£2)]%*¢ C H,.

Entonces, I € Hj,, para todo h, y por lo tanto se tiene la descomposicion:

Hy, = Hi,o ® Po(Q)L

Ahora, nos centramos en el kernel discreto de b, el cual es definido por:
Kh’() = {Th € th : b(Th,Vh) =0 Vv e Qh}

Con el fin de tener una definicién mas explicita de Kj ¢ introducimos el siguiente

supuesto:

Entonces, se sigue de la definicion de b que

Kpo:={rn €Hpo : divr, =0 en Q} CK,.

A su vez, asumimos la versién discreta de la condicién inf-sup (2.2.4), esto es:
(H.2) Existe 3 > 0, independiente de h, tal que

b(Tha Vh)
sup ————=
71, €Hp0\0 ||7'h||div,Q

> Blvillos Vi € Qe (2.3.4)
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2.3. El esquema de elementos finitos mixtos

2.3.2. Existencia, unicidad y estabilidad del problema

discreto

En esta seccién, adaptamos el andlisis de la Seccion 2.2 al caso discreto para
probar existencia, unicidad y estabilidad de (2.3.3). Primero observamos que, como
estamos considerando subespacios de elementos finitos conformes, la continuidad
de las formas bilineales a, b, y ¢ (cf. (2.2.3)) son heredadas del caso continuo, con
exactamente las mismas constantes.

Ademas, dado que Kj o C Ky, deducimos la elipticidad de a sobre K}, o:
Cd 2
a(Th, Th) > _I/p ||Tthiv,Q VT}L € th. (235)
1

De este modo, acorde a (2.2.3), (2.3.4), (2.3.5), y la teoria clésica de Babuska-Brezzi,

y de forma similar al andlisis del problema continuo, introducimos el operador lineal
T: (&,.210) € Hyox Qn — (op0.un) € Hyox Qp
donde (0,0, uy) es la solucién del problema: Hallar (0, us) € Hy X Qp tal que

a(ono, Th) + b(Th, ) = c(Th,21),
(2.3.6)

b(a-h,07 Vh) = _(f7 Vh)Qa

para todo (7, vy) € Hpo X Qp.

Observacion 2.3.1. Es fdcil ver que (o0, 1) es solucion de (2.3.3), si y sélo si,
T(oho,up) = (oho,ws). De este modo, para probar que (2.3.3) estd bien puesto,
procedemos andlogamente a la Seccion 2.2.3, y probamos que T tiene un tnico punto

figo en H, 0 X Qp,.
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2.3. El esquema de elementos finitos mixtos

Teorema 2.3.1. Asuma las hipétesis (H.0), (H.1) y (H.2). Ademds, asuma que

A 1
Cwp Ve <3 (2.3.7)
Pl 2
con
. 1 p1 ) p1v
C = = 142 + . 2.3.8
e 5\/3( Capo)  CVd (2:38)

Entonces, existe un inico (op0,up) € Hy, 0% Qp, solucion de (2.3.3). Ademds, existen

constantes positivas é’do Y é’u, que solo dependen de las constantes de estabilidad en

(2.2.3), (2.3.4) y (2.3.5), tal que

0,0 < Cly 1£1]o.0- (2.3.9)

o hollaive < Coo Iflloe v |lun

FExpresiones explicitas para Cy Y Ca pueden ser encontradas en (2.3.10) y (2.3.11)).
4 0

Demostracion. Sea

N 1 v

Cs = m (1 + Cilpo) + C’I?\/E
Es claro que éfr < Cwp. Entonces, procedemos de forma analoga a la demostracion
del Lema 2.2.2, para probar que el operador T tiene un tnico punto fijo (op0,up) €
Hyo x Qp el cual, acorde a la Observacién 2.3.1, también es la dnica solucién de

(2.3.3).

Por otro lado, sea

A 1 P1
Cuep 1= —— (1 w ) |
? B\/a C’aPO
y observemos que C’dep < OWP. Entonces, notando que de la segunda ecuacion de

(2.3.3) se tiene

|diverollo < ||flo.qs
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2.4. Estimacion a priori del error

procedemos como en la demostracién del Lema 2.2.1 para obtener que

2P1 1+ Ca
lohollaive <2 ( ~ + > 1£1/0. (2.3.10)
Capoﬂ Ca
y
4 2 1+C,
ap oo < ~ < g c ) 1£1l0.0s (2.3.11)
vpo3 \Cqpof a
lo cual concluye la demostracién. O

2.4. Estimacion a priori del error

A continuacion, establecemos la estimacién de Cea correspondiente. Para este fin,
primero introducimos algunas notaciones y establecemos algunos resultados previos.

Comenzamos definiendo el conjunto:
Hj o = {mh € Hpo : b(Tn,vi) = —(£,vi)a, Vvi, € Qu},

el cual gracias a la condicion inf-sup (2.3.4) es claramente no vacio. También, no es

dificil ver que, debido a (2.3.4), se tiene la siguiente desigualdad (ver por ejemplo
[6]):

, 1y
inf HO’O — Th”div’Q S (1 -+ 7) inf ||0'0 — TthiV’Q. (241)
TheH] B/ Th€Hno

Por otro lado, para simplificar el analisis subsiguiente, escribimos e, =u —u, y

€y, = 09 — 0 0. Como es usual, descompondremos estos errores en

€oo = &0y T Xoo = (00 — T1) + (Th — Ohyp), (2.4.2)

€u = €u T Xu = (u - ‘A/h) + (‘A,h - uh)? (243>

para (74, V) € Hj ; x Q; dadas.
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2.4. Estimacion a priori del error

Finalmente, observamos que se tiene la ortogonalidad de Galerkin:

a(€py, Th) + b(Th,€4) — c(Th,eu) = 0,
(2.4.4)
b(ey,, vi) = 0,

para todo (7, vy) € Hp o X Qp.

Ahora establecemos el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 2.4.1. Asuma las hipdtesis (H.0), (H.1) y (H.2). Ademds, asuma que

.

. 1
méx{C’Wp,C'Wp} S 5, (245)

L= (Q)

con Cywp y Cwp definidos en (2.2.24) y (2.3.8), respectivamente. Sean (679, u) €
Ho X Q y (oho,un) € Hpo x Qp las dnicas soluciones de los problemas continuo y
discreto (2.2.2) y (2.3.3), respectivamente. Entonces, existe Ceeq > 0, independiente

de h, tal que

nf |loo — Thllaive + nf Hu_VhHO,Q}-
0 vLEQR

160 — om0 latvar+ 1 — wnlloe < c{ f
ThEHh
(2.4.6)

Demostracion. Dada (74, v,) € Hz,o X Qp,ysean &, , &y, Xop Y Xus COMO en (2.4.2)

y (2.4.3). Es facil ver que la primera ecuacién de (2.4.4) puede ser reescrita como

a(XcrovTh)+b(7h7Xu>_c<Th7Xu) = _a’(goo’Th>_b(7-h7€u)+c(7-hv€u> VT, € Hh,o'
(2.4.7)
Entonces, de la condicién inf-sup (2.3.4), la continuidad de a, b y ¢ en (2.2.3) y
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2.4. Estimacion a priori del error

(2.4.7), se sigue que

1 b(TfHXu)
Pulba <7 sup 2o

— lA sup _CL(XO'O’Th) B a<€0'07 Th) - b<Th7€u) =+ C(Th7 Xu) + C(T’Hfu)’
5 Th€HR o HTthiv,Q

< L v + 15 laie) + ( H ) €allog
v 03 \/— Loo(Q)

Vp

gl by WO

lo cual, junto al supuesto (2.4.5), implican

Xullog <
Vpo

> 1€ullog:

2 (1€l + [ ) + ( y H
(2.4.8)

Por otro lado, dado que 7, € Hf ,, observamos que € Ko, v entonces, de
) q h,0 Xo‘o > y

(2.4.7) con T, = X4,, Obtenemos

A(Xoy> Xog) = —Eeor Xoy) T (Xog Eu) T (Xogs Xu)

y utilizando la continuidad de a y ¢ en (2.2.3), y la elipticidad de a en (2.3.5),

obtenemos
p1 Vpl
o o < C—Hﬁaoudiv,ﬂ v e, Tetos
249
Vpl (2.4.9)
||Xu||o,fz-
De este modo, combinando (2.4.8) y (2.4.9) se sigue que
ky ko
v, S o iv.0 T 5 (1€ — | v,
el < S+ Feulon + — T2 e

24



2.4. Estimacion a priori del error

que junto al supuesto (2.4.5), implican

X oo llaiv.2 < F1l|€g, llaiv.o + F2l[€ullo; (2.4.10)

con

P1 Vp
R Lh=1 A B P
' C’a,pO ( 6\/8 P Q))
il 5 5l ) I
]{?2 = - S —_ .
CuVd 5 pVd L)) Il P llu=()
Como consecuencia, combinando (2.4.8) y (2.4.10), obtenemos
IXullog < Esll€q, llaiv.a + Fall€ullo.q, (2.4.11)
con
2
l{?3 = = (]_ —|— k’l),
vpop

2 1|V k
Y AP
B Vdll p Q YPo

Por lo tanto, de acuerdo a la desigualdad triangular, (2.4.10) y (2.4.11), obtenemos

lleao lldaiv.e + lleullon < (14 ki 4 k) ||€g, laivie + (1 + kg + k)

y dado que (7, Vy) € Hz,o X Qp, es arbitrario, obtenemos

lesollaiv.otlleullon < (1+ki+ks) l'I]lHIff loo—Tnlldiv.e + (14+ka+ks) 12(1; [u=vallo0;
Vh h

ThE h,0

lo cual junto a (2.4.1), concluye la demostracion. O
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2.4. Estimacion a priori del error

2.4.1. Aproximaciéon de la presion y el pseudoesfuerzo

original

En primer lugar, se propone un procedimiento de post-procesamiento para apro-
ximar la presién. Para esto, observamos que si (o9, u) € Hy x Q es la tnica solu-
cién de (2.2.2), entonces, acorde a (2.1.4) y (2.1.7), es posible recuperar la presién

p € LE(Q) :={q € L*Q) : (¢,1)q = 0}, de la identidad

v 1 1
pi=— (u -Vp — @(u, Vp)Q) - Etra'o- (2.4.12)

De este modo, si (o0, u) € Hyj o x Qy, es la tnica solucién de (2.3.3), es razonable

pensar que la funcién

v 1 1
Phi=—y (uh Vp — @(UMVP)Q) - Etr Oh,05 (2.4.13)

es una buena aproximacion de la presion. El siguiente Corolario establece precisa-

mente este resultado.

Corolario 2.4.1. Asuma las hipdtesis del Teorema 2.4.1. Sean (og,u) € Hy x Q y
(oho,up) € Hyg x Qp las tnicas soluciones del problema continuo y discreto (2.2.2)

y (2.3.3), respectivamente. Entonces, existe C' > 0, independiente de h, tal que

— < inf — : { — )
Hp tho,Q <C {Thlethﬂ HUO Th”dlv,ﬂ + v;ggh Hu VhHO,Q}

Demostracion. De (1.2.1), (2.4.12) y (2.4.13), desigualdad de Holder y desigualdad
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2.4. Estimacion a priori del error

triangular, se sigue que

14

d|Q‘1/2

1%
lp = prlloe < EH(u_uh) -Vpllogo + |(u —uy, Vp)ol

1
+3Htr (a'o — O'h,O)HO:Q

IN

v 14
Fllollwreeoyllu = unlloq + WHP”LQ [u —unlloc

1
—l-ﬁHO'o — ool

Entonces, el resultado se sigue del Teorema 2.4.1. O

Para aproximar el pseudoesfuerzo original en (2.1.7), recordemos que en el Lema
2.1.1 de la Seccién 2.1, hemos probado que las formulaciones (2.1.6) y (2.1.9) son
equivalentes, esto es, hemos probado que (o,u) € H x Q es la tnica solucién de
(2.1.6) si y sélo si (g, u) € Hy x Q es la unica solucién de (2.1.9), donde o y o

estan relacionados por

—_(u,Vp)al. (2.4.14)

Ademas, en esta seccién hemos propuesto un método de Galerkin para aproximar
la solucién de (2.1.9) (o equivalentemente (2.2.2)).

En consecuencia, si (40, 1) € Hp, o X Qp, es la tinica solucion de (2.3.3), es facil
ver que el tensor

Oy = uh,Vp)QI, (2415)

al
U —_— —
aproxima a o := og— ﬁ (u, Vp), I € H. Este resultado es establecido en el siguiente

corolario.

27



2.5. Eleccion particular de espacios discretos

Corolario 2.4.2. Asuma las hipdtesis del Teorema 2.4.1. Sean (og,u) € Hy x Q
y (ono,up) € Hpo x Qp las unicas soluciones de los problemas continuo y discreto
(2.2.2) y (2.3.3), respectivamente. Sean o € H y o, € Hy, los tensores definidos por
(2.4.14) y (2.4.15), respectivamente. Entonces, existe C' > 0, independiente de h, tal

que

HO’ — Uh”div,Q S C{ inf HO’O — Tthiv,Q -+ inf Hu — VhHO,Q} . (2416)
Tr€EH vLEQR

h,0

Demostracion. De (2.4.14), (2.4.15) y la desigualdad triangular, es facil ver que

v
o —onllave = oo —ono— m(u —uyp, Vp)al|laiv.e
v
< oo — onollaiv.e + WKH —u, Vp)al
V[ Vpllog
< oo — nollaiv.e + W”u — 0,0
Entonces, el resultado es una aplicacion directa del Teorema 2.4.1. O

2.5. Eleccién particular de espacios discretos

En esta seccion especificamos ejemplos de subespacios de elementos finitos que
satisfacen las hipotesis (H.0), (H.1) y (H.2). Para este fin, sea 7}, una familia regular
de triangulaciones de la regién poligonal €, por tridgngulos 7' de didmetro hy, tal que
Q=U{T :T € T,}y definamos h := méx{hy : T € T,}. Ahora, dado un entero
[ > 0y un subconjunto S de R%, denotamos por P;(S) el espacio de los polinomios

de grado total a lo mas [, definido sobre S.
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2.5. Eleccion particular de espacios discretos

2.5.1. Elementos de Raviart-Thomas

Para cada entero kK > 0 y para cada T € T, definimos el espacio de Raviart-

Thomas local de orden k& (ver, por ejemplo [6]):
RT(T) := [Px(T)]* & Pu(T)x,

donde x := (1, ,z4)" es un vector genérico de R?. Entonces, especificamos los

espacios discretos en (2.3.2), definiendo:

H,:= {reH(div;Q): 7|lr e RT(T), VT €Tp},
(2.5.1)
Qn:i= {vel*Q): v|lr €eP(T), VT eT}.

Se sabe que estos supespacios satisfacen las siguientes propiedades de aproximacién

(ver, por ejemplo Teorema 3.16 en [27]):

Para cada s € (0,k + 1] y para cada 7 € H*(2), con divr € H*(Q), existe

T € Hy, tal que

|7 — Tnllaiv.o < CR*{||T]ls,0 + ||divT]sa} - (2.5.2)

Para cada s € [0,k + 1] y para cada v € H*(Q) existe v, € @, tal que

lv = vnlloo < CRY||vsq- (2.5.3)

Por otra parte, es facil ver que los espacios discretos Hj, y Qy, satisfacen los supuestos
(H.0), (H.1) y (H.2). En particular, la demostracién de la condicién inf-sup (2.3.4)

puede ser encontrada en [24, Lema 2.4].
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2.5. Eleccion particular de espacios discretos

Acorde a esto, y al Teorema 2.4.1, estamos en condiciones de establecer existencia
y unicidad de solucién, y convergencia del esquema de Galerkin (2.3.3) para esta

eleccién particular de espacios.

Teorema 2.5.1. Asuma que

Ve

. 1
IIléJX{CWP,CWP} S 5, (254)

L= (Q)

con Cyp y Cwp definido en (2.2.24) y (2.3.8), respectivamente. Ademds, sean Hy,,
y Qn, los subespacios de elementos finitos definidos por (2.3.2), en términos de los
espacios discretos especificos dados por (2.5.1). Entonces, el esquema de Galerkin
(2.3.3) tiene una unica solucion (opo,up) € Hpox Qp y existe Cy > 0, independiente
de h, tal que

(o n.0:un)llixq@ < Cil[flo.0-

Por otra parte, sea (og,u) € Hy x Q la dnica solucion del problema continuo
(2.2.2) y asuma que oy € H*(Q?), divey € H*(Q?), y u € H*(Q), para algin s €
(0, k + 1]. Entonces, existe Cy > 0, independiente de h, tal que

0.0 < Coh* {[|ool[so + [[diverllso + [lu

S,Q} .

loo — ohollaiv.e + [[u—up

Demostracion. Dado que los subespacios de elementos finitos Hj o y Qp, satisfacen
las hipéstesis (H.0), (H.1) y (H.2), la demostracion se sigue aplicando los Teoremas
2.3.1, Teorema 2.4.1, y propiedades (2.5.2), (2.5.3). O

Finalmente, del Corolario 2.4.1 y del Teorema 2.5.1 obtenemos la convergencia

de la presion obtenida a partir del post-proceso introducido en (2.4.13).
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2.5. Eleccion particular de espacios discretos

Corolario 2.5.1. Sea (og,u) € Hy x Q la dnica solucion del problema continuo
(2.2.2), y p € LA(Q) dado por (2.4.12). Ademds sea py, la presion discreta calcula-
da por la formula de post-proceso (2.4.13). Asuma las hipdtesis del Teorema 2.5.1.

Entonces, existe C' > 0, independiente de h, tal que

[P — prlloo < Ch¥ {|loolls.o + [[diveog|sa + [ullsa} .

2.5.2. Elementos de Brezzi-Douglas-Marini

Ahora, para cada entero k£ > 0, introducimos los siguientes espacios discretos:

H,:= {reH(iv;Q): 7|lr € Peri(T), VT €Tpr},
(2.5.5)
Qn:= {vel*Q): v|lr €eP(T), VT eT}.

Observamos que el espacio producto Hy, x ()}, constituye el elemento de aproximacion
finita para problemas mixtos introducidos por Brezzi, Douglas y Marini (BDM) (ver,
por ejemplo [6]).

Similarmente al caso anterior, se sabe que estos subespacios satisfacen las siguien-

tes propiedades de aproximacién (ver, por ejemplo Teorema 3.16 en [27]):

Para cada s € (0,k + 1] y para cada 7 € H*(Q2), con divr € H*(Q), existe
7 € Hy, tal que

I = 7allaw @ < O {lITloa + ldiv o0} (2.5.6)

Para cada s € [0,k + 1] y para cada v € H*(Q2) existe v, € @}, tal que

v — vnllo.a < CR%||v||s.- (2.5.7)
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2.5. Eleccion particular de espacios discretos

Por otra parte, los espacios discretos Hy, y Qp, satisfacen las hipétesis (H.0), (H.1)
y (H.2). Para la demostracién de la condicién inf-sup (2.3.4) en (H.2), solo comen-
tamos que se sigue andlogamente al caso de los elementos de Raviart-Thomas (ver,
otra vez [24, Lema 2.4]), recordando que también es posible construir un operador

de Fortin utilizando la proyeccién-BDM.

Ahora, establecemos la existencia y unicidad, y convergencia del esquema de

Galerkin (2.3.3) para esta eleccién particular de espacios.

Teorema 2.5.2. Asuma que

Ve

. 1
mzix{C’Wp,C'Wp} S 5, (258)

L= (Q)

con Cyp y Cwp definido en (2.2.24) y (2.3.8), respectivamente. Ademds, sean Hy,
y Qp los subespacios de elementos finitos definidos por (2.3.2) en términos de los
espacios discretos especificos dados por (2.5.5). Entonces, el esquema de Galerkin
(2.3.3) tiene una unica solucion (opo,up) € Hp,ox Qp y existe Cy > 0, independiente
de h, tal que

(o n.0, un)l[Exa < Cil[flloo-

Por otra parte, sea (o9,u) € Hy x Q, la dnica solucion del problema continuo
(2.2.2), y asuma que oy € H*(Q), dive, € H*(Q?), y u € H*(Q), para algin s €
(0, k + 1]. Entonces, existe Cy > 0, independiente de h, tal que

0.0 < Gl {[log]so + [ldiveo|so + [lu

S,Q} .

loo — onollaiv.e + [[u—up

Demostracion. Dado que los subespacios de elementos finitos Hj o y Q) satisfacen
las hipéstesis (H.0), (H.1) y (H.2), la demostracién es una aplicacion directa de los
Teoremas 2.3.1, Teorema 2.4.1, y propiedades (2.5.6), (2.5.7). O
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2.6. Resultados numéricos del andélisis a priori

Concluimos esta seccién estableciendo la convergencia para la presion post-procesada,
dada por la férmula (2.4.13). Su demostracién se sigue del Corolario 2.4.1 y del Teo-

rema 2.5.2.

Corolario 2.5.2. Sea (og,u) € Hy x Q la dnica solucidn del problema continuo
(2.2.2), y p € LA(Q) dado por (2.4.12). Ademds sea py, la presion discreta calcula-
da por la formula de post-proceso (2.4.13). Asuma las hipdtesis del Teorema 2.5.2.

Entonces, existe C' > 0, independiente de h, tal que

lp = prlloa < CP*{l[oo]ls0 + [[dive|lso + [[ullsa} -

2.6. Resultados numéricos del analisis a priori

En esta seccién presentamos un ejemplo numérico en R? del andlisis a priori con la
finalidad de ilustrar el buen funcionamiento del esquema de elementos finitos mixto
(2.3.3). Aqui consideramos los subespacios de elementos finitos especificos Hy, o y Qp,
definidos en términos de los espacios (2.5.1), con k£ = 0. La condicién de integral
de media nula para tensores en el espacio Hj ¢ se impone via un multiplicador de
Lagrange. En lo que sigue, N es el numero total de grados de libertad de Hj, o x Qj.
Denotando por (og,u) € Hy X Q y (010, us) € Hpo X Qp, las soluciones de (2.2.2)

y (2.3.3), respectivamente, los errores individuales se definen por

6(0'0) = HUo - o'h,OHdiv,Qa 6(11) = Hu - uhHo,Q 6(17) = HP _thO,Qa

donde la presién aproximada pj, es calculada por la férmula de post-proceso (2.4.13).

Ademas, definimos la tasa experimental de convergencia

_log(e(ay)/€'(00))

roa) im _ log(e(u)/¢!(w))
VT T gy

r(u) = _ log(e(p)/€'(p))
- log(h/H)

"= gt
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2.6. Resultados numéricos del andélisis a priori

donde h y A’ son dos tamanos de mallas con errores consecutivos e y €', respectiva-

mente.

En lo que sigue, consideramos la regién  := (—1,1) x (=1,1) y definimos la

funcién de densidad
p(x1, 2) = exp(p(z1 + z2)) V (71, 29) € O,
donde p es un parametro en R. Observamos que

v
H?p ul, (2.6.1)

Lo (Q)

y asi, como veremos en la Figura 2.4, y como se predijo en (2.4.5), el buen desempeno
de nuestro método en este ejemplo particular, depende fuértemente de la eleccién

del pardametro pu.
A continuacién, elegimos el dato f tal que la solucién exacta estd dada por las

funciones suaves

curl (sin® (7)) sin®(7z,))
p(xh '7;2)

\V/ (1'1, 1'2) c Q,

u(xla C(:2) =

p(r1,22) = x1sin(xs) V (21, 29) € Q,

9o 9y

St %1), para alguna funcién suficientemente suave .

donde curl ¢ := (

Los resultados numéricos que se muestran a continuacion fueron obtenidos usando
un c6édigo MATLAB. En la Tabla 2.1 resumimos la convergencia de nuestro esquema
de elementos finitos mixto (2.3.3), con u = 2 y para una sucesién de triangulaciones
regulares del dominio computacional 2. Observamos que, la tasa experimental de
convergencia O(h), predicho por el Teorema 2.5.1, con s = 1 es alcanzado en todas

las incégnitas. Para ilustrar el buen comportamiento de nuestro esquema, mostramos
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2.6. Resultados numéricos del andélisis a priori

en las Figuras 2.1 y 2.2 algunas componentes de la solucién aproximada (izquierda)
y la exacta (derecha) de nuestro ejemplo para N = 82177. También mostramos
en la Figura 2.3 la presién aproximada (izquierda) y la exacta (derecha). Vemos
de estas figuras que nuestro método de elementos finitos empleado provee buenas
aproximaciones de las incognitas. Sin embargo, observamos que la presion discreta
ph, calculada via la formula de post-proceso (2.4.13), presenta algunas oscilaciones,
quizés debido a que Vp no es una funcién polinomial en cada elemento. A pesar
de este problema, la Tabla 2.1 confirma el hecho que p;, converge a p con tasa de
convergencia optimal.

Finalmente, teniendo en mente las hipotesis (2.4.5), en la Figura 2.4 mostramos
la relacién entre p (cf. (2.6.1)) y el niimero de condicién de la matriz global dada por
el lado izquierdo de (2.3.3), calculado con el comando condest de MATLAB, para una
malla fija de tamano h = 1/4. Observamos aqui que el niimero de condicién es estable
para |u| < 6, y explota para |u| > 6. Este fenémeno muestra que el supuesto (2.4.5),
mas alld de ser sélo una hipotesis tedrica, en la practica, asegura la estabilidad del

método numérico para valores pequenos de ||%HLO@(Q).
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2.6. Resultados numéricos del andélisis a priori

Tabla 2.1: Grados de libertad, tamanos de mallas, errores, y tasas de convergencia.

N F] eow) o] ew [rw [ ) |0
89 1 1.423e+02 - 3.068e+01 - 1.180e+-01 -

337 1/2 | 3.869e+01 | 1.956 | 1.777e+01 | 0.820 | 1.051e+01 | 0.174
1313 1/4 | 1.351e+01 | 1.548 | 1.058e+01 | 0.763 | 5.642e-+00 | 0.915
5185 1/8 | 5.882e+00 | 1.211 | 5.477e+00 | 0.959 | 2.833e+00 | 1.003
20609 1/16 | 2.812e400 | 1.070 | 2.757e+00 | 0.995 | 1.410e+00 | 1.011
82177 | 1/32 | 1.389e+00 | 1.020 | 1.380e+00 | 1.000 | 7.037e-01 | 1.005
328193 | 1/64 | 6.924e-01 | 1.006 | 6.904e-01 | 1.001 | 3.517e-01 | 1.002
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2.6.

Resultados numéricos del analisis a priori

Figura 2.1: Primera componente de u;, y u para N = 82177.

Figura 2.2: 091, y 091 para N = 82177.
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2.6. Resultados numéricos del analisis a priori

Figura 2.3: p;, y p para N = 82177.

10
12x10

10t

cond 6}

-2

-4

-6

-8

1/4.

h =

Figura 2.4: 1 v/s nimero de condicién para
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Capitulo 3

Estimador de error a posteriori

residual

En este capitulo introducimos y analizamos un estimador de error a posteriori
residual confiable y eficiente, para el problema (2.2.2). Los espacios discretos que uti-
lizamos para el andlisis del estimador de error a posteriori residual son los elementos
de Raviart-Thomas local de orden k y polinomios de grado k para el pseudoesfuerzo
y la velocidad, respectivamente, los cuales son descritos en la Seccion 2.5.1.

En lo que sigue, por simplicidad, nos restringiremos al caso bidimensional. Para

comenzar, fijamos notaciones y resultados previos.

3.1. Preliminares

En primer lugar, en el siguiente teorema establecemos que la tnica solucion de
(2.1.6), resuelve el problema original descrito en la Seccién 2.1.1. Observamos que
no necesitamos hipotesis de regularidad adicionales en los datos, solo se requiere

f e L*(Q).
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3.1. Preliminares

Teorema 3.1.1. Sea (o,u) € Hx Q la dnica solucion de la formulacion variacional
(2.1.6), tal que (tro +vu-Vp,1)q = 0. Entonces ”T?IO'D =Vu+; (u : %) I enQ,

—dive=f en Q,u=0 sobre ', y (tro,1)g = —v(u-Vp,1)q

Demostracion. Basicamente se sigue aplicando integracion por partes hacia atras en

(2.1.6) y utilizando funciones test adecuadas. Omitimos mas detalles. O

Observacion 3.1.1. Es fdcil ver del Teorema 3.1.1 y la ecuacion (2.1.7) que o¢ € Hy
satisface ”T?IO'OD = Vu + % <u . %)I en Q) y —divey = f en ). Este resultado y
el Teorema 3.1.1 serdn utilizados posteriormente en la Seccion 3.3 para probar la

eficiencia de nuestro estimador de error a posteriori.

Ahora, fijamos algunas notaciones. Para cada T' € T, sea E(T) el conjunto de
los lados de T, y denotemos por &, el conjunto de todos los lado de 7}, subdividido

COImo:

En = En(T) U &),

donde &,(I") :={e € & : e CT}y E(Q) :={e € & : e C Q}. En lo que sigue,
h. representara el didmetro del lado e. También, para cada lado e € &, fijamos
un vector normal unitario n, := (n1,n2)" al lado e (su orientacién particular no es
relevante) y el correspondiente vector tangencial unitario t. := (—ng,n1)" a lo largo
de e. Entonces, dado v € L*(Q) y 7 € L?(Q) tal que v|r € [C(T))*y 7|1 € [C(T)]**?,
respectivamente, para cada T' € Ty, sean [v-t.] y [Tt.] el salto tangencial de vy 7, a
través de e, esto es [v-te] := {(V|1)]|e— (V|7 )|e} - te v [Tte] := {(T|1)|e — (T|77)]|e } te,
respectivamente. De ahora en adelante, cuando no haya ambigiiedad, simplemente

escribiremos t y n en lugar de t. y n., respectivamente.

Por otro lado, para campos escalares, vectoriales y tensoriales suficentemente
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

suaves ¢, v := (v1,v9)" y T := (Tij)2x2, respectivamente, sea

v _ 0w
0o ox1 t
1 ) dq  Oq
curlv .= curlg == | —, ——=——
’ 8.1727 81‘1 ’
Ovy  _ Ovg
6:v2 6oc1

rotv := % — % rot T = 0712 . OT11 072 B 0T ¢
= y =\ on, 02y Oy 02y )

Finalmente, sean (o, u) € HyxQy (o0, u) € Hj,0xQj, las tinicas soluciones de
las formulaciones continuas y discretas (2.2.2) y (2.3.3), respectivamente. Entonces,

el estimador de error a posteriori global se define por:

1/2
0= {Z @%} , (3.1.1)

TET,

donde, para cada T' € Tj:

0% = ||f+diva'h’0||(2)7T+h%

-1 1 \Y
rot <V—O'EO — = (uh : _p> I)
p 2 P
-1 1 \Y
Vuy, — (y—aﬁo - = (uh . —'0) I)
p 2 p 01

(5ot

+  h3

2

0,e

3.2. Confiabilidad del estimador de error a

posteriori

El resultado principal de esta seccién es establecido en el siguiente teorema.
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

Teorema 3.2.1. Asuma que

1
<= 3.2.1
<3 (32.)

0,0

con
. Chel méX{CI, CH}

Crel, =
" V210

Entonces, existe Crq > 0, independiente de h, tal que

loo — ohollaiv.e + [[u— oo < Cra®. (3.2.2)

Para derivar el estimador de error a posteriori (3.2.2) recordamos primero que el
resultado de dependencia continua dada por (2.2.8) es equivalente a la condicién inf-
sup global para la formulacién continua (2.2.2). Entonces, aplicando esta estimacién

de error a (o9 — o0, u — uy) € Hy x Q, obtenemos

R(T,
[|(60 — Tho,u—up)||luxg < C  sup R, v)l

e VL (3.2.3)
(rv)eoxQ |[(T5 V)| Exq

donde R : Hy x Q — R es el funcional residual dado por
R(t,v):=a(og—oho, T) +b(T,u—uy) +b(og —ohp, V) V(r,v) € Hy x Q.

Mas precisamente, acorde a (2.2.2) y la definicién de las formas bilineales a y b,

encontramos que para cualquier (7,v) € Hy x Q se tiene
R(T,v) == Ri(1) + Ra(v),

donde
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

Ro(v) = —/QV -(f +diveyp)

Por lo tanto, el supremo en (3.2.3) puede ser acotado en términos de R;, i € {1, 2},

lo cual implica

(@0 = ono,u—w)[[uxq < C {|Ri[lmo@iv.y + [[Relliz@y | - (3.2.4)

De este modo, hemos transformado (3.2.3) en una estimacién que involucra la condi-
cion inf-sup global sobre cada uno de los espacios que conforman el espacio producto
Hy x Q.

A lo largo de esta seccién, proporcionamos cotas superiores adecuadas para cada
uno de los términos en el lado derecho de (3.2.4). En primer lugar, establecemos el
siguiente lema, cuya demostracion se deduce de la aplicacion directa de la desigualdad

de Cauchy-Schwarz.

Lema 3.2.1. Se tiene que
1/2
IRs L2y = |If + divesolloo = { > IIE+ divah,ng’T} (3.2.5)
TeTh

En lo que sigue, nuestra finalidad es acotar el término ||Ri|m,(giv.0)y, para lo
cual necesitamos algunos resultados previos. Comenzamos con el siguiente lema que

proporciona la existencia de una descomposicién de Helmoltz estable para H(div; ).

Lema 3.2.2. Existe Cpe > 0 tal que cada 7 € H(div; Q) puede ser descompuesto
como T = n + curlx, donde n € H'(Q), x € H'(Q) y

Imll0 + Ixle < ChellTdiv.0

Demostracion. Ver Lema 3.3 en [21]. O

43



3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

A continuacién, recordamos tres conocidos operadores de aproximacion: el pro-
yector ortogonal de L?(2) en Qj, (ver por ejemplo [13]), el interpolante de Raviart-
Thomas (ver por ejemplo [6, 26]) y el operador de Clément sobre el espacio de

funciones continuas y lineales a trozos (ver [10]).

El proyector ortogonal PF : L?(Q2) — @y, se caracteriza por la siguiente identidad
/P,’f(v) 2p = / v zp Vzn € Q. (3.2.6)
Q Q
Ademéds, se sabe que para cada v € H* (), con s € {0, ...,k + 1}, se tiene

v —PF) s < ChS ™| YT € Th,¥m € {0, ..., s}. (3.2.7)

El operador de interpolacién de Raviart-Thomas IT : HY(Q) — Hj, (recordar el

espacio discreto en (2.5.1)), se caracteriza por las siguientes identidades:

/(Hfﬁ' ‘n)r= /(7‘ “n)r V lado e de Ty, V71 € Py(e), cuando k >0, (3.2.8)

/ 7 -r= / 7-r YT ET, Vre[P_i(T)? cuando k> 1. (3.2.9)
T T
Para 7 € H'(Q). Como concecuencia de (3.2.8) y (3.2.9), se tiene que

div (IIf7) = PF(div 7). (3.2.10)

Ademas, el operador II satisface las siguientes propiedades de aproximacién (ver

por ejemplo [6, 30]):

|7 =T (D) o < cth |7 mr VT eT, (3.2.11)
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

para cada 7 € H™(Q2), con m € {1,...,k + 1},

|div (7 — T () lo.r < cohlf|div (T) ]z VT eT, (3.2.12)
para cada 7 € H™(Q) tal que divr € H™(Q2), con m € {0, ...k + 1}, y

|7 -0 —TI5(7) - nloe < esh?||7|lur Vlado e € Ty, (3.2.13)

para cada 7 € H'(Q), donde T, € T}, contiene a e en su frontera.

El operador de Clément I, : H'(Q) — X} aproxima funciones de H*(2) por

funciones continuas y lineales a trozos, donde

X ={velQ): vijre P(T)VT € Ty}

A su vez, el operador I, satisface las siguientes propiedades de aproximacion (ver

[14)):
[0 = Tpollkr < eshy *|vllar VT € Th,k =0,1, (3:2.14)
[0 = Thvlloe < cahl?(|v]l1ae Ve € &,
para todo v € H'(Q2), donde AT y Ae son la unién de todos los elementos intersec-

tados con T' y e, respectivamente.

Recordemos que cada operador definido anteriormente es uniformemente acotado,

esto es, existen constantes positivos Cp, Cry, y C1, independientes de h, tal que

1Py (v)

00: () lav.e < Crlitllie,  IE) e < Cillzlhie,

(3.2.15)

0.0 < Cplv]

para todo v € L*(Q), 7 € HY(Q) y 2 € H'(Q).

En lo que sigue, haremos uso de una versién vectorial de I, es decir, Ij, : H(Q2) —

X}, = X}, x X}, definido componente a componente por I;,. Ademaés, haremos uso de
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

la versién tensorial de IT¥, denotada por I} : H'(Q) — H,, definida por TI¥ por filas,
y la versién tensorial de Pf, denotada por P¥, definida componente a componente
por PF. Es claro que P¥, I, y IT} heredan las mismas propiedades de aproximacién

establecidas anteriormente.
El siguiente lema establece un resultado técnico, el cual es requerido para estimar

| R [ 1o (tivie) -

1
Lema 3.2.3. Seam € H'(Q) y x € H(Q), y ¢ = m/tr (IT}n + curl (I,x)).
Q

Entonces se tiene

v! 1 \Y
Ran )| < e0 Y- [ = (0B =5 (- Z2) 1) |,
TET, P p or
(3.2.16)
v! 1 \Y
|Ri(curl (x —Inx))| < ¢ Z hr ||rot (—0',?0 ~3 (uh p) I> lIx|l1.a7
TET;, P P 0,1
1 \Y
Z h!® K—Uho —3 (uh : —p> I) t] Ixl1,ae
ec&p( P 0,e

(3.2.17)

Y
max{Cr,Cn} || Vp
i) < 2R S ol + e 6219

Demostracion. En lo que sigue, procederemos de manera similar a la demostracion

de [20, Lemma 3.6]. Para esto, y por simplicidad, introduciremos primero la siguiente

oo (oo =5 (- 5) ),

Dado que Vuy|r € [Po_i(T)|***> VT € Ty, de (3.2.9) obtenemos

notacién

, YT €T,

/VW:W—H%%A>VTen,
T
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

y acorde a (3.2.10), deducimos de la definicién de Ry que

Ri( Z/Vuh—CT (n — ;m),

TeTh

lo cual junto a (3.2.11) implica (3.2.16).

Por otro lado, usando que div (curl (x —Ix)) = 0, e integrando por partes sobre

cada T € Ty, obtenemos

Rifeurl (x=Tx)) = 3 = [ ¢rveurl (x—Tix)

TeT,

= ) {—/T(x—lhx)-rot (CT)+/8T<CTt)'(X_IhX)}

TETs
- =Y [x=10 rot o + X [t (x =100,
TETh e€ly

y entonces, de las propiedades de aproximacién de IF en (3.2.14), y aplicando la

desigualdad de Holder y la desigualdad triangular, obtenemos (3.2.17).

Yo _

Finalmente, recordando que [, u (ver Lema 2.1 en la Seccién 2.1.2), y

usando la continuidad de TI¥ y Iy, es f4cil obtener

1 \Y
|Ri(cD)| = —/tr (IT}n + curl (I,x)) /(uh —u) - AL
2Q] Jo Q

p

Y

— wlog (IM;nlloge + [leurl (Tx) log) |

Vel i
2|Q p

Vp
< e[S, Im= wa Cotnlia+ Gl
\/2|Q
lo cual implica (3.2.18) y concluye la demostracion. ]
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3.2. Confiabilidad del estimador de error a posteriori

El siguiente Lema establece la estimacién para R;.

Lema 3.2.4. Existe C' > 0, independiente de h, tal que

||11— uhHO,Qa
0,0

1/2 ,
~9 Chel maX{C’I, CH} Vp
> o7 i

V2]

R || o (aiv, ) < C{

T€Th

donde, para cada T € Tp:

2
Q2 . 2
02 := hi

rot <V—a']}?0 — = (uh : @> I)
p 2 p 0.7

-1
v b 1 Vp
B _Z 2P
v (p Tho 2<uh p))

2
+h3.

0,7

Demostracion. Sea T € Hy(div, Q). Se sigue del Lema 3.2.2 que existe n € H'(Q2) y

x € H'(Q) tal que r =n+curlx en Q y

Imlle + [Ixll.e < ChellTllaiv.0- (3.2.19)

Por otro lado, dado que R4(7p) = 0 V7, € Hj, o(£2), lo cual es una consecuencia

directa de la primera ecuacién del esquema de Galerkin (2.3.3), obtenemos
Rl(T) = Rl(T — Th) V1), € Hh,o(Q).

1
En particular, para 7, := II}n+curl (I,x)—cl, con ¢ = 370 / tr (ITjn + curl (Ix)),
Q
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

obtenemos
Ri(T) = Ri(n — }n) + Ri(curl (x — Ix)) + Ri(cl).

Por lo tanto, la demostracién se sigue del Lema 3.2.3, estimacién (3.2.19), y el hecho

de que el nimero de triangulos en #AT y #Ae son acotados. n

Terminamos esta secciéon observando que la estimacion de la confiabilidad (3.2.2)

es una consecuencia directa del Lema 3.2.4, y el supuesto (3.2.1).

3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori
El resultado principal de esta seccién es establecido en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Existe Ceg > 0, independiente de h, tal que
Cg® < ||0'0 — O'h70||div,Q + ||11 — uh||07Q + h.o.t., (3.3.1)

donde h.o.t. representa, eventualmente, uno o varios términos de alto orden.

Destacamos de antemano que la demostracion de (3.3.1) hace uso frecuente de
las identidades dadas en el Teorema 3.1.1 y Observacion 3.1.1. Comenzamos con la

estimacion para el término de orden cero de O

Lema 3.3.1. Se tiene que
If +divonolor < lloo— onollaive YT € Ta

Demostracion. Es suficiente recordar, como se establecié en la observacién 3.1.1, que

f = —divog en Q. O
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

Para obtener las cotas superiores de los términos restantes que definen al estima-
dor del error a posteriori global © (cf. (3.1.1)), usamos resultados de [10], desigualda-
des inversas, y técnicas de localizacién basadas en funciones sobre triangulos y lados.
Para finalizar, introducimos notaciones y resultados preliminares. Dado T € T, y
e € E(T), sean ¢r y ¢, las funciones usuales definidas sobre tridngulos y lados,
respectivamente (ver (1.5) y (1.6) en [32]). En particular, ¢r satisface ¢r € P5(T),
supppr C T, ¢ = 0 sobre 0T, y 0 < ¢r < 1 en T'. Del mismo modo, ¢.|r € Po(T),
suppoe C we ;= U{T" € T : e € E(T")}, ¢ = 0 sobre 0T\e, y 0 < ¢, < 1 en w,.
También recordamos de [31] que, dado k& € N U {0}, existe un operador extencién
L : C(e) — C(T.) que satistace L(p) € Pr(T) y L(p)|e = p Vp € Pi(e). Denotamos
por L a la versién vectorial de L, la cual se define componente a componente por L.

El siguiente lema proporciona algunas propiedades adicionales, de ¢, ¢, v L.

Lema 3.3.2. Dado k € NU {0}, existen constantes positivas ¢y, o, c3 Y c4, inde-

pendientes de h, tales que para cada tridngulo T y e € E(T), se tiene

loralisr < llalizr < elléi®alise Yo € PU(T), (3.32)
16 L(P)I5e < lIDll5e < callgepll5e Vo € Pile), (3.3.3)

Y
cshe plloe < 162 Lp)llor < cahe®[plloe  Vp € Pile). (3.3.4)
Demostracion. Ver Lema 1.3 en [31]. O

La siguiente estimacion inversa también sera utilizada.

Lema 3.3.3. Sean k,l,m € NU{0} tal que | < m. Entonces, existe ¢ > 0, indepen-

diente de h, tal que para cada triangulo T' se tiene

|G| < Ch?mIQ|l,T Vg € P(T). (3.3.5)
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

Demostracion. Ver Teorema 3.2.6 en [13] O

Ademads, haremos uso de la siguiente estimacién para funciones suaves (ver, por
ejemplo [29]):
0[5 < COMvlIGr + helvliz) Vv e HY(T), (3.3.6)

donde T' es un tridngulo genérico que tiene a e como un lado, y C' es una constante
que depende solo del angulo minimo de 7.

Finalmente, para simplificar la notacién, definimos

-1
v p 1 Vp
= — — = — |1 3.3.7
¢i="aby g (w0 (337)
Y 1
v op D 1 Vp
=2 (gP, — o) - = —u)- 2L 3.
M ; (Oho—00) 5 ((uh u) p) (3.3.8)
Observemos que
[Mllor < {lloo = onollaivs + [[a=anllor}, VT € T (3.3.9)

En lo que sigue, acotamos los términos restantes que definen al estimador de
error a posteriori O, cada uno por separado. Estos resultados son presentados en

los siguientes tres lemas.

Lema 3.3.4. Existe C' > 0, independiente de h, tal que

-1 1
rot <V—0'],30 - = (uh . E) I)
p 2 p

hr < C{lloo — anollaiv,r + |[u—upllor

0,7

+h.o.t.},

para todo T € Tp,.
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

Demostracion. En primer lugar, sumando y restando P} (), con r > k, y usando la

desigualdad triangular, obtenemos

[rot (C)llor < [[rot (¢ — PLO)lor + [[rot (PLE) o,
(3.3.10)

< ¢ = Piclir + [rot (PEC) o

Entonces, en lo que sigue procedemos de forma similar a la de demostracién de [10,

Lemma 6.1] para estimar |rot (P}¢)|lo,r- En efecto, dado que Vu = - + M =

-1 1 \Y
V—O'OD - = (u P en €, de (3.3.2), e integrando por partes, obtenemos que

p 2 p

lrot (PO |2 < allor*rot (PLE)|2
- / prrot (PiC)rot (P¢ — ¢ + M),
T

= /T(P’,;C — ¢+ M) :curl (¢rrot (P(C)).
Por lo tanto, de (3.3.2), (3.3.5), (3.3.9), obtenemos
Irot (PL&)llor < Chz'{lI¢ = Picllor + lloo — onollaivr + [lu — wnllor}, (3.3.11)
lo cual junto a (3.2.7) y (3.3.10), implica

hr|rot (C)llor < C{hr|¢ —Pilir + I€ — PiCllor + o0 — onollaiv,r
+{[u —uapllor},
< H{l||leo = onollaivr + [u — apllor + hTT+1|C’r+1,T}7

lo cual concluye la demostracién. O]
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

Lema 3.3.5. Existe C' > 0, independiente de h, tal que

hr HVuh — CHO,T < C{hTHO'O - o'h,OHdiv,T + (hT + 1)Hu — uhHo,T + h.O.t.} ,

para todo T € T,

Demostracion. Dado r > k + 1, sumamos y restamos P} (, y usamos la desigualdad

triangular, para obtener

1Vu, — Cllo,r £ I€ —PiCllor + [|Vuy — Picllor. (3.3.12)

Entonces, procediendo de manera similar a la demostracién de [10, Lemma 6.3], no-
tando que { — M —Vu = 0 en ), integrando por partes, y usando (3.3.2), obtenemos

que

IV = Pi¢lRr < elloy*(Vun — PRI 4,
- /T b (Vi — PLC) (¢ — M+ V(uy — u) — PiC))
_ . { / (¢~ PjC — M) dr(Vu, — PLC)
T

_ /T (wy, — ) - div (¢r(Vuy — P};C))} :

Por lo tanto, aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz y desigualdad triangular, de
(3.3.2), (3.3.5), y (3.3.9), obtenemos

[Vu, = Picllor < C{IK = Pilllor + oo — onpllave + (1+ hp')|lu—upnllor},
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

lo cual junto a (3.2.7) y (3.3.12), implican

hr||Vua, — Cllor < C{hrlloo — onollaive + (hr + 1)[[u —uljor
+ (hr + DAF o1 )

lo cual concluye la demostracién. O]

Lema 3.3.6. Eziste C' > 0, independiente de h, tal que

e[ ep, — L (- Y2 1) ¢ <C Y (lloo — onollavr + lu—uyl
e ho ™ 5 h > 00— 0Ohp |d1v,T u uh|o,T)
p p 073 Tg'u)e
—+ h.O.t., Ve € gh-

Demostracion. Dado e € &, y | > k, sumamos y restamos P! ¢, y utilizamos la

desigualdad triangular, para obtener

11¢tllloe < 1S = Ph&)tlllo.e + [[[PCElo.c. (3.3.13)

Observemos que, de acuerdo a la desigualdad (3.3.6), y el hecho que h, < hy para

T C w,, se tiene la siguiente desigualdad:

nPC = PhOtlloe < CRP{ (M 3711 = Picllor + b2 37 1€~ Phchr .

TCwe TCwe

< C Z G

T Cwe
(3.3.14)

De este modo, en lo que sigue, procedemos andlogamente a la demostracién de [10,

Lemma 6.2] para acotar ||[Pt]|o..

Primero, para simplificar la notacién, definamos & := [P} (t]. Entonces, usamos
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3.3. Eficiencia del estimador del error a posteriori

(3.3.3) para obtener

K5, < calloe?kllG e = c2 /(%L('@)) K, (3.3.15)

donde L : [C(e)]? — [C(w,)]? es el operador de extensién definido anteriormente.

Ahora, integrando por partes sobre cada T' € w,, y usando que —¢ + M = Vu =
v

-1 1 \Y%
—o)—=(u- YP I en €2, obtenemos que
p 2 P

Jenenn— 3 { [ (Ple- ¢+ an)scun (L6 + [ L6t L0}

e TCuwe T T
(3.3.16)

Por otro lado, usando las estimaciones (3.3.4), (3.3.5), y el hecho que 0 < ¢, < 1,

obtenemos

l6eL(k)llor < ll6e*Lw) o < che/?|k o, (3.3.17)

De esta forma, de (3.3.5), (3.3.15) y (3.3.16), deducimos que

IkllGe < C Y {hz' (I = Picllor + [Mlloz) + l[rot (PL) o} |éeL(k) fo.r,

T Cwe

lo cual junto a (3.3.9), (3.3.11), (3.3.17), implica

I&lloe < ChY D b {IIC = Picllox + lloo = onollaivr + [0 — wylloz} -

TCwe

(3.3.18)
Por lo tanto, de (3.3.13), (3.3.18), y el hecho que h, < hr para T' C w,, obtenemos

RPN - tfloe < C{ > oo — onollaiva + lu—wpflor + thJr1|C|z+1,T} ;

TCwe

lo cual concluye la demostracién. O
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

Terminamos esta seccién observando que la estimacién de la eficiencia (3.3.1)

sigue directamente de los Lemas 3.3.4, 3.3.5 y 3.3.6.

3.4. Resultados numéricos del analisis a posteriori

En la Seccién 2.6 presentamos resultados numéricos que ilustran el rendimiento
del esquema de Galerkin (2.3.3) con los subespacios Hj, o y Q) definidos en la Seccién
2.5.1. Ahora proporcionamos dos ejemplos que confirman la confiabilidad y eficiencia
del estimador del error a posteriori © derivado en la Seccion 3.1, y mostramos el buen

comportamiento asociado al algoritmo adaptativo.

A lo largo de esta seccién, N representa el nimero total de grados de libertad
que definen Hj g X Qy. Denotando por (og,u) € Hy x Q y (oh0,u) € Hpo x Qp,
las soluciones de (2.2.2) y (2.3.3), respectivamente. Los errores individual y total son

definidos por
o(00) = oo—nollama, ou) = [uulog v e(eo.w) = {(e(e0))’ + (c(w)*}"*.
El indice de efectividad con respecto a © esta dado por

eff(0) := e(og,u)/O.

Ademas, definimos las tasas experimentales de convergencia

o) o B0 /o)) L Tos(e()/e'(w)
S 7770 B PO
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

r(o0, 1) = log(e(og,u)/€ (g, 1))
o ogh/l)

donde h y A’ son dos tamanos de mallas consecutivas con errores e y €. Sin embargo,

cuando el algoritmo adaptativo es aplicado (ver detalles abajo), la expresién log(h/h')
que aparece en los calculos de las tasas anteriores se sustituye por —% log(N/N"),
donde N y N’ denotan los correspondientes grados de libertad de cada triangulacién.

Los ejemplos que se consideraran en esta seccién son descritos a continuacion.
Para los dos ejemplos escogemos v = 1. El Ejemplo 1 es utilizado para corroborar
la confiabilidad y eficiencia del estimador del error a posteriori ©. El Ejemplo 2 es
utilizado para ilustrar el buen comportamiento del algoritmo adaptativo asociado, el

cual aplica el siguiente procedimiento de [32]:

1) Comenzar con una malla gruesa 7p,.
2) Resolver el problema discreto (2.3.3) para la malla actual 7.
3) Calcular O := O para cada tridngulo T' € Tj,.

4) Comprobar el criterio de detencién y decidir si hay que terminar o ir al paso

siguiente.

5) Usar refinamiento blue-green sobre los T" € T, cuyo indicador O satisface

—_

@leélj’peé]z}f{@T: TEE}

6) Definir la malla resultante como la malla actual Ty, e ir al paso 2.

En el Ejemplo 1 consideramos la regién 2 := (—1,1)?, y escogemos la densidad

p(r1,22) = exp(2(x1 +22)) V(z1,22) € Q,
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

y el dato f de manera que la solucion exacta esta dada por las funciones suaves

1

curl (sin®(7z) sin®(7rx V(zy,x9) € Q,
ol (sin(na) sin(ras)) Y (a1,

u(xla x?) =

p(x1, ) = xysin(xzy) YV (z1,20) €
En el Ejemplo 2 consideramos el dominio en L dado por © := (—1,1)2\[0,1]%

Entonces escogemos la densidad
p(x1,75) = (z1 —0.01)*> + (22 — 0.01)* ¥V (z1,29) € Q,
y el dato f de manera que la solucion exacta esta dada por

u(zy, zg) = curl (ziz3(a] — 1)%(23 — 1)?)  V(z1,22) € Q,

p(wlv 1’2)

(.lel — 001)2 + (1'2 — 001)2

p(xy,x9) = +po V(r1,m2) € Q, po=0.4153036413.

Observar que la velocidad del fluido u y la presion del fluido tiene gradiantes altos

alrededor del origen.

Los resultados numéricos que se muestran a continuacién fueron obtenidos usan-
do un cédigo MATLAB. En la Tabla 3.2 resumimos la historia de convergencia del
método de elementos finitos mixtos (2.3.3), aplicado al Ejemplo 1, para una sucesién
de triangulaciones uniforme del dominio. Observamos alli, mirando las correspon-
dientes tasas experimentales de convergencia, que el O(h) predicho por el Teorema
2.5.1 (con s = 1) se alcanza en todas las incégnitas. Ademds, observamos que el indi-
ce de efectividad eff(©) permanece siempre en una vecindad de 0.1, lo cual ilustra

la confiabilidad y eficiencia de © en el caso de la solucién periddica.

Luego, en la Tablas 3.2 - 3.3 proporcionamos la historia de convergencia de los

esquemas uniforme y adaptativo, aplicado al Ejemplo 2. Observamos que los errores
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

del procedimiento adaptativo disminuyen mas rapidamente que los obtenidos por el
uniforme, lo que es confirmado por las tasas experimentales globales de convergencia
proporcionadas alli. Este hecho es también ilustrado en la Figura 3.1 donde mostra-
mos los errores totales e(og, u) vs. el nimero de grados de libertad N para ambos
refinamientos. Como se muestra para los valores de r(o, u), el método adaptativo
es capaz de mantener la tasa de convergencia quasi-optimal O(h) para el error to-
tal. Ademads, el indice de efectividad queda acotado superior e inferiormente, lo cual
confirma la confiabilidad y eficiencia de © en este caso. Finalmente, en la Figura 3.2
se muestran algunas mallas intermedias obtenidas con el refinamiento adaptativo.
Observar que el método es capaz de reconocer la regién de altos gradiantes de el

Ejemplos 2.
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

Tabla 3.1: EJEMPLO 1, esquema uniforme

N h e(o) r(oo) e(u) r(u) | e(og,u) |r(oo,u)
337 1/2 | 3.869e+01 - 1.777e+01 — | 4.258e+01 -
1313 1/4 | 1.351e+01 | 1.548 | 1.058e+01 | 0.763 | 1.716e+01 | 1.337
5185 1/8 | 5.882e+00 | 1.211 | 5.477e+00 | 0.959 | 8.037e+00 | 1.104
20609 | 1/16 | 2.812e4+00 | 1.070 | 2.757e+00 | 0.995 | 3.938¢+00 | 1.034
82177 | 1/32 | 1.389e+00 | 1.020 | 1.380e+00 | 1.000 | 1.958¢+00 | 1.010
328193 | 1/64 | 6.924e-01 | 1.006 | 6.904e-01 | 1.001 | 9.778e-01 1.003

N h ) eff(©)

337 1/2 | 3.500e+02 | 0.122

1313 1/4 | 1.682e+02 | 0.102

5185 1/8 | 8.206e+01 | 0.098

20609 | 1/16 | 3.971e+01 | 0.099

82177 | 1/32 | 1.939e+01 | 0.101

328193 | 1/64 | 9.567e+00 | 0.102

Tabla 3.2: EJEMPLO 2, esquema uniforme

N e(oo) e(u) e(oo,u) | r(og,u) © eff(©)
257 2.417e400 | 1.955e+00 | 3.109e+00 - 9.418e+-01 | 0.033
993 3.217e4-00 | 3.074e+00 | 4.450e+00 | -0.530 | 2.480e+02 | 0.018
3905 3.369e+-00 | 3.974e+4-00 | 5.210e+00 | -0.230 | 5.600e+02 | 0.009
15489 | 1.336e+00 | 2.108e+00 | 2.496e+00 | 1.068 | 3.739e+02 | 0.007
61697 | 7.222e-01 | 7.696e-01 | 1.055e+00 | 1.246 | 1.880e+02 | 0.006
246273 | 2.752e-01 | 2.576e-01 | 3.769e-01 1.488 | 8.918e+01 | 0.004
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3.4. Resultados numéricos del andlisis a posteriori

Tabla 3.3: EJEMPLO 2, esquema adaptativo

N e(o) e(u) e(og,u) | r(op,u) © eff(©)
257 2.417e+400 | 1.955e4-00 | 3.109e+-00 - 9.418e+01 | 0.033
429 4.304e+00 | 3.037e+00 | 5.268e+00 | -2.058 | 2.486e+02 | 0.021
557 3.876e+00 | 4.012e+00 | 5.578e+00 | -0.439 | 5.836e+02 | 0.010
725 1.691e+4-00 | 2.018e+4-00 | 2.633e+00 | 5.697 | 3.734e+02 | 0.007
T 1.611e+00 | 1.580e+00 | 2.257e+00 | 4.448 | 2.385e+-02 | 0.009
985 1.322e+00 | 8.983e-01 | 1.599e+00 | 2.908 | 1.667e+02 | 0.010
1325 1.113e+00 | 5.064e-01 | 1.223e+00 | 1.808 | 1.017e+02 | 0.012
1733 1.051e4+00 | 4.166e-01 | 1.130e+00 | 0.585 | 6.965e+01 | 0.016
2167 1.018e+-00 | 3.713e-01 | 1.084e+00 | 0.379 | 5.378e+01 | 0.020
3745 9.669e-01 | 3.107e-01 | 1.016e+00 | 0.237 | 3.706e+01 | 0.027
6269 8.605e-01 | 2.596e-01 | 8.988e-01 0.474 | 2.687e¢+01 | 0.033
9603 8.190e-01 | 2.181e-01 | 8.475e-01 0.276 | 2.089e+01 | 0.041
19569 5.081e-01 | 1.354e-01 | 5.258e-01 1.341 | 1.467e+401 | 0.036
35055 | 4.158e-01 | 1.039e-01 | 4.286e-01 0.701 | 1.059e+01 | 0.040
68769 2.662e-01 | 5.823e-02 | 2.725e-01 1.344 | 7.537e+00 | 0.036
99177 | 2.191e-01 | 4.864e-02 | 2.244e-01 1.062 | 6.150e+4-00 | 0.036
207481 | 1.502e-01 | 3.037e-02 | 1.533e-01 1.033 | 4.289¢+4-00 | 0.036
311277 | 1.209e-01 | 2.371e-02 | 1.233e-01 1.075 | 3.445e+4-00 | 0.036

10 ¢

10" -

___|___

adaptive refinement|

—— uniform refinement

Figura 3.1: EJEMPLO 2, e(6g,u) vs. N para esquemas uniforme/adaptativo
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Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

A continuacién se presenta un resumen de los principales aportes de esta Tesis y

una descripcion del trabajo futuro a desarrollar.

4.1. Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis ha sido desarrollar un método de elementos
finitos mixtos conformes para el problema de Stokes con densidad variable. Para
ello, se introdujo un método, que por un lado, permite aproximar el pseudoesfuerzo
y la velocidad, y por otro, permite recuperar el esfuerzo y la presion, via técnicas de
post-proceso. Ademas, con el fin de verificar el correcto funcionamiento de nuestro
método, se han desarrollado cédigos computacionales y se han presentado ejemplos
numéricos que corroboran los resultados tedricos obtenidos.

Asi, al dar término a esta tesis las conclusiones principales, en orden de desarrollo,

son:

1. Se propuso un método de elementos finitos mixtos para el problema de Stokes

con densidad variable en formulacion pseudoesfuerzo-velocidad.
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4.2. Resultados de la Tesis

2. Se analiz6 existencia, unicidad y estabilidad del problema continuo.

3. Se analiz6 existencia, unicidad y estabilidad del problema discreto para espacios

genéricos y la respectiva estimacion de Cea.

4. Se probé convergencia del esquema discreto para elementos finitos particulares

(Raviart-Thomas y BDM).

5. Se propuso un estimador del error residual confiable y eficiente, para el caso

2D con elementos de Raviart-Thomas.

6. Se desarrolld un codigo en MATLAB para validar los resultados tedricos.

4.2. Resultados de la Tesis

1. S. Caucao, D. MoraA, AND R. OYARZUA, Analysis of a mized-FEM for the
pseudostress-velocity formulation of the Stokes problem with varying density,
Preprint 2013-20, Centro de Investigacion en Ingenieria Matematica (CI2MA),
UDEC, (2013).

2. S. Caucao, D. MoRA, AND R. OYARZUA, A residual-based a posteriori error
estimator for a mixzed formulation of the stokes problem with varying density,

In preparation.

4.3. Trabajo futuro

1. Extender los resultados obtenidos en esta tesis al problema de Navier-Stokes

con densidad variable.

2. Analizar una formulacién tipo pseudoesfuerzo-velocidad-presion.
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4.3. Trabajo futuro

3. Extender este trabajo al problema original donde la densidad es incégnita. Para

ello analizar los problemas de Stokes y Navier-Stokes.

4. Analizar que ocurre con nuestra formulacién a nivel discreto considerando es-

pacios no conformes.

5. Estudiar el problema de Stokes con densidad variable en su versién dependiente

del tiempo.
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